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❆❜str❛❝t
❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❲❡❜✱ s❡♥s♦r r❡❛❞✐♥❣s✱
s♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛✱ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❜♦t❤ ❛❝❛❞❡♠✐❛ ❛♥❞ ✐♥❞✉str②
❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛
✐♥tr♦❞✉❝❡s s❡✈❡r❛❧ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡s ♥❡✇ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✳
❊①✐st✐♥❣ ✇♦r❦s ♦♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♠❛ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✭♥❛♠❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛✲
t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts✮ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝
r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r♦❝❡ss ♦♥❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ✇❤❡t❤❡r ❛♥❞
❤♦✇ ♠❛ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t
✭❡✳❣✳ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P♦t❡♥t✐❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s✉❝❤ ✐♠♣❡r❢❡❝t
❞❛t❛ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥t♦❧♦❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥t♦❧♦❣② r❡♣❛✐r ❛♥❞ s♠❛rt ❝✐t② ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❛t❛ s♦✉r❝❡s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❜② st✉❞②✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❧♦❣✐❝s t❤❛t ❤❛✈❡
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s
✐♥❞❡❡❞ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❢♦r s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡① ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ ❛❞❛♣t✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤✉s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞
s❝❛❧❛❜❧❡✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❜❛s✐❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥
❧♦❣✐❝✳ ▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥
❜② ♣r✐♦r✐t✐③✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ❛♠♦♥❣ r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ r✉❧❡ s❡t✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ s❡✲
♠❛♥t✐❝s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤❡r❡ r✉❧❡s ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s✱ t❤✉s
❛❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r str❛t✐✲
✜❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧❧② s✉♣♣♦rt t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ✇❤❡r❡
r❡❝✉rs✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱
❛♥❞ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
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❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r Pr♦❢✳ ●r✐❣♦r✐s ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ✇❤♦ ❣✉✐❞❡❞
♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡s❡ ②❡❛rs✳ ■t ✇❛s ❤✐s ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ♠② ▼❛st❡r✬s ❞❡❣r❡❡
❜❛❝❦ ✐♥ ●r❡❡❝❡ t❤❛t ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ ♠❡ t♦ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ❯❑ ❛♥❞ ♣✉rs✉❡ ♠② P❤❉ st✉❞✐❡s ❛t t❤❡
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❍✉❞❞❡rs✜❡❧❞✳ ■ ❛♠ ❞❡❡♣❧② ❣r❛t❡❢✉❧ t❤❛t ❤❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ ✐♥ ♠② ✐❞❡❛s✱ tr✉st❡❞ ♠❡
♦♥ s♦❧✈✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦♣✐❝s ❛♥❞ ❢♦r ❤✐s s✉♣♣♦rt ✐♥ ❛♥② ❛r✐s✐♥❣ ✐ss✉❡✳
■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❝♦✲s✉♣❡r✈✐s♦r Pr♦❢✳ ❚❤♦♠❛s ▲❡♦ ▼❝❈❧✉s❦❡② ❢♦r ❤✐s t❛❧❦s
❛♥❞ ❛❞✈✐❝❡s✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ P❆❘❑ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛❞✳
■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ❲♦❧❢❣❛♥❣ ❋❛❜❡r ❛♥❞ ❉r ❏❡✛ ❩✳ P❛♥ ❢♦r t❤❡✐r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡✐r ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❤❛t ❤❡❧♣❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡s✐s✳
■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❍✉❞❞❡rs✜❡❧❞✳ ■
✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ st❛✛ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❍✉❞❞❡rs✜❡❧❞ ❢♦r ❤❡❧♣✐♥❣ ♠❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧
✇❛②s ❛❧❧ t❤❡s❡ ②❡❛rs✳
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❞❡❝✐s✐♦♥ s✉♣♣♦rt✱ ❛♥❞ ❢♦r ✉♥❝♦✈❡r✐♥❣ ❤✐❞❞❡♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ ❞❛t❛✱ ❡✳❣✳ ❜② ❞❡r✐✈✐♥❣ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❙❡♠❛♥t✐❝s ❤❛s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ t♦ ♣❧❛②✱ ❜♦t❤
❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❢♦r ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❜✐❣ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧
r❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ✐s ❜❡✐♥❣ ❞❡❜❛t❡❞✶✳
❇✐❣ ❞❛t❛ ♣♦s❡s ❣r❡❛t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t♦ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ✇❡❜ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❤❛s r✐s❡♥ t♦ t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✭♥❛♠❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts✮ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❢✉③③② r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✲
❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✮✱ ❛♥❞ ❛ ❧♦t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❢♦r♠s ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ s✉❝❤ ❛s ❉❛t❛❧♦❣ ✭q✉❡r②
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✮ ❛♥❞ ✇♦r❦s ♦♥ s✐♠♣❧❡ ♦♥t♦❧♦❣② ✭♥❛♠❡❧② ❛ s♣❡❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧✐③❛t✐♦♥✷✮ ❛♥❞ ❘❉❋❙ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
♣r♦❝❡ss ♦♥❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❛t❛s❡ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✇♦r❦s st✉❞② ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❢♦r♠s ♦❢
r❡❛s♦♥✐♥❣ ✭♥❛♠❡❧② r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✇✐❧❧ ♥♦t
✶❡✳❣✳ ❤tt♣✿✴✴❧♦❞✷✳❡✉✴❇❧♦❣P♦st✴✶✻✾✽✲❡s✇❝✲✷✵✶✸✲♣❛♥❡❧✲s❡♠❛♥t✐❝✲t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✲❢♦r✲❜✐❣✲❞❛t❛✲
❛♥❛❧②t✐❝s✲♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✲❛♥❞✲❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳❤t♠❧
✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲❦s❧✳st❛♥❢♦r❞✳❡❞✉✴❦st✴✇❤❛t✲✐s✲❛♥✲♦♥t♦❧♦❣②✳❤t♠❧
✶
✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✭♥❛♠❡❧② r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦
♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s t♦ ❜❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✈❛❧✐❞✮
❛❞❞r❡ss❡s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ✐♥❝♦♥✲
s✐st❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ♥❛t✉r❛❧❧② ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢r♦♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦✉r❝❡s ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞✳ ■♥❞✐❝❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡✿
• ❉❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✐♥ s♠❛rt ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❬✶❪✳
• ❘✉❧❡s ✇✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❢♦r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳
• ❖♥t♦❧♦❣② ❞✐❛❣♥♦s✐s ❬✷❪✳
• ❖♥t♦❧♦❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❬✸❪✳
• ❖♥t♦❧♦❣② r❡♣❛✐r ❬✹❪✳
❋r♦♠ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r
✈❛r✐♦✉s ❡✲❝♦♠♠❡r❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ❆♥t♦♥✐♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠
❛❝ts ❛s ❛ ❜r♦❦❡r✱ ♥❛♠❡❧② ✐t ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉②❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦✛❡rs
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❧❡r✳ ❆♥t♦♥✐♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛♣❛rt♠❡♥t
r❡♥t❛❧✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❜✉②❡r✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♣❛rt♠❡♥ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞
✐♥t♦ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝✱ t❤✉s r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛r✐s✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝ts ❛♥❞ ②✐❡❧❞✐♥❣ s✉❣❣❡st✐♦♥s ✇❤❡♥❡✈❡r
t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ s✉♣♣❧②✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ ♦t❤❡r ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ❝❛r ♣✉r❝❤❛s❡✴r❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❤♦❧✐❞❛② ♣❛❝❦❛❣❡s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ s♠❛rt ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜✲
❝❛❧❧②✱ ◆✐❡✈❡s ❡t ❛❧✳ ❬✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s②st❡♠ t❤❛t s✉♣♣♦rts ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✐♥ s♠❛rt ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ r❛t✐♦♥❛❧
❛❣❡♥ts✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❡①♣r❡ss✐♥❣ ✐ts ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛s ❡①t❡♥❞❡❞ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ❛❢♦r❡✲
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❣❡♥ts ❤❛♥❞❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♠❛rt ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡
❜♦t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❛❝t♦rs t♦ ♣❡r❢♦r♠
❝❡rt❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❲❡❧❧✲❋♦✉♥❞❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s ✐s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ◆✐❡✈❡s ❡t ❛❧✳ ❬✻❪✱ t❤❡✐r ♥❡①t st❡♣s ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❲❡❧❧✲❋♦✉♥❞❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❝❛❧❡ t❤❡✐r s②st❡♠ ✉♣ t♦ ❜✐❣ ❞❛t❛✳
◆♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✼❪ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ s❡♠❛♥t✐❝ ✇❡❜ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❡✳❣✳
❑♥♦rr ❡t ❛❧✳ ❬✽❪✱ ❊✐t❡r ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ❛♥❞ ❆♥t♦♥✐♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵❪✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♠❡♠♦r②
❜❛s❡❞✳ ❇✉t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ ❜✐❣ ❞❛t❛✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ❢♦r
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲✐♥❦❡❞ ❖♣❡♥ ❉❛t❛✸✱ ✇✐t❤ t❤❡ ▲✐♥❦❡❞ ❖♣❡♥ ❉❛t❛ ❈❧♦✉❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❜✐❧❧✐♦♥s
♦❢ tr✐♣❧❡s✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①tr❛❝t r❡❛❝❤❡r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❛✐♠s ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❛r✐s✐♥❣
✸❤tt♣✿✴✴❧✐♥❦❡❞❞❛t❛✳♦r❣✴
✶✳✶✳ ❘❊❙❊❆❘❈❍ ◗❯❊❙❚■❖◆❙ ❆◆❉ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆ ✸
❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
str✉❝t✉r❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✶✳✶ ❘❡s❡❛r❝❤ ◗✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❚❤❡ ♠❛✐♥ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐s✿ ❍♦✇ ❛♥❞ t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣
✇✐t❤ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠❛ss
♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥❄✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱
♥❛♠❡❧② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ✈❛r✐✲
♦✉s ❧♦❣✐❝s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❧♦❣✐❝s t❤❛t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t
❞❛t❛ ❜② r❡s♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝ts ✭❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝✮✱ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❡❛s♦♥✲
✐♥❣ ♦✈❡r ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s✮✱ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❛♥❞
♠✐ss✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇♦r❧❞ ✈✐❡✇s ✭❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✮✳
❈❛♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ ✭♥❛♠❡❧② ♣r❡❞✐✲
❝❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❝②❝❧❡✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲str❛t✐✜❡❞ ✭♥❛♠❡❧②
♣r❡❞✐❝❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t❤❛t ❢♦r♠ ❛ ❝②❝❧❡ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✮ r✉❧❡ s❡ts❄ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t
t❤❛t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡ s❡t ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✮✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡ s❡t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✉❜s❡ts ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤
s✉❜s❡t ✭❣r♦✉♣ ♦❢ r✉❧❡s✮ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ r❛♥❦✳ ❆t ❡❛❝❤ r❛♥❦✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ ❞❡r✐✈✐♥❣ ♥❡✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✷✳✷ ❛♥❞ ✹✳✷✳✸✮✱ ✇❤✐❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r t♦ ❤✐❣❤❡r r❛♥❦s✳ ❋✉❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r✉❧❡
s❡t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ♥♦♥✲str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts s❝❛❧❛❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t s❡r✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼❛❤❡r
❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪ ❛s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❡①❝❡ss✐✈❡ ❢♦r ❇✐❣ ❉❛t❛ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✮✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❡ ♣r✐♠❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❝♦✉❧❞ s❡r✈❡ ❛s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞
s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✇✐❧❧ r❡t❛✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✉s✱
❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♥♦♥✲str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡
r❡s✉❧ts ✐s ②❡t t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
❈❛♥ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡❄ ❍❡r❡
✇❡ ❢❛❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ t❤r❡❡✲✈❛❧✉❡❞ ❧♦❣✐❝✱ ♥❛♠❡❧② ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♠❛✐♥s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ r❡❛s♦♥✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❤❛❞ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r✉❧❡s✱ ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡tt✐♥❣✱ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✺✳✶ ❛♥❞ ✻✳✶✳✶✮✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤
r✉❧❡ ✐s s❛❢❡✱ ♥❛♠❡❧② ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
s✉❜❣♦❛❧✳ ▼❛♥② ♣r♦♣♦s❡❞ s❡r✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞
s❡♠❛♥t✐❝s ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣r♦❤✐❜✐t✐♥❣ ❢♦r
✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❇✐❣ ❉❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣
✜①♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✶✳✾ ❛♥❞ ✻✳✶✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
t❤❛t ✐s t❛✐❧♦r❡❞ t♦✇❛r❞s str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts ❛♥❞ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞
s❡♠❛♥t✐❝s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ❛❜❧❡ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts ❛s ✇❡❧❧✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✳ ❋♦r ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❈❤❛♣t❡rs ✺ ❛♥❞ ✻✳
❲❤✐❝❤ s✉❜s❡ts ♦❢ ❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥s✇❡r s❡ts❄ ❲❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠s ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ♦❢ ❛r✐t② ♦♥❡ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✮✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ s✉❣❣❡st❡❞✿ t❤❡ ✜rst ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣
♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✷✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡s ♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✸✮✳ ■♥
❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ♠❛ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧❧s st❛♥❞❛r❞
❆❙P s♦❧✈❡rs ❛s ❜❛❝❦✲❡♥❞s ✈✐❛ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❆P■✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❛❝t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ ❛s ✐s ❢♦r ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❙✉❝❤
♣r♦❣r❛♠s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡❣♠❡♥ts✱ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r✐♥❣
❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥s✇❡r s❡ts ❢♦r ♠♦♥❛❞✐❝ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❛r✐s✐♥❣
❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✹✮✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳
✶✳✷ ❚❤❡s✐s ❙tr✉❝t✉r❡
❚❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
• ❈❤❛♣t❡r ✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ st✉❞✐❡❞ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❧♦❣✐❝s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❤❛t
❝❛♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ♠❛ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳
• ❈❤❛♣t❡r ✸ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s❝❛❧❛❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❘❉❋✴❙✱ ❉❛t❛❧♦❣✱ ✈❛r✐♦✉s ❖❲▲ ♣r♦✜❧❡s ✭s✉❝❤ ❛s
❖❲▲ ❍♦rst ❛♥❞ ❖❲▲ ✷❘▲✮ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
• ❈❤❛♣t❡r ✹ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛✲
s♦♥✐♥❣✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❛♠❡❧② ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣
❢♦r s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡ s❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r r✉❧❡ s❡ts t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❛r✐t② ✭♠✉❧t✐ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡ s❡ts✮✳ ▼✉❧t✐ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡
s❡ts ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② str❛t✐✜❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts✳
❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ♥♦♥✲
str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♠❛✐♥ ❛r✐s✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❞
✶✳✸✳ P❯❇▲■❈❆❚■❖◆❙ ✺
r❡✈✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❦ t❤❛t ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✱ ✶✸✱ ✶✹❪✳
• ❈❤❛♣t❡r ✺ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r
t❤❡ str❛t✐✜❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♥♦♥✲str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡
s❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻✮✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪✳
• ❈❤❛♣t❡r ✻ ♣r❡s❡♥ts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡
❢✉❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡
❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ r✉❧❡ s❡t✱ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳
❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✱ ✶✼❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s
❡t ❛❧✳ ❬✶✼❪ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❳✶✵ ❬✶✽❪✳
❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r ❳✶✵ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✼❪✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
str❛t✐✜❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✮ ♦✈❡r t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❢✉❧❧✲✇❡❧❧ ❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝
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• ❈❤❛♣t❡r ✼ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤✐s ✇♦r❦ ❜② ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠s✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s
♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
✶✳✸ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
❚❤✐s t❤❡s✐s ❡✐t❤❡r ✐♥❝❧✉❞❡s ♦r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✱ ✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺✱
✶✻✱ ✶✼✱ ✶✾❪ ❛♥❞ ❆♥t♦♥✐♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵❪✳
• ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✱ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ●✳ ❋❧♦✉r✐s✱ ❛♥❞ ❙✳ ❑♦t♦✉❧❛s✱ ✏❚♦✇❛r❞s ♣❛r❛❧❧❡❧ ♥♦♥✲
♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❢❛❝ts✱✑ ✐♥ ❑❘✱ ●✳ ❇r❡✇❦❛✱ ❚✳ ❊✐t❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❆✳
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• ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✱ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ●✳ ❋❧♦✉r✐s✱ ❙✳ ❑♦t♦✉❧❛s✱ ❛♥❞ ▲✳ ▼❝❈❧✉s❦❡②✱ ✏▲❛r❣❡✲
s❝❛❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❙tr❛t✐✜❡❞ ❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✱✑ ✐♥ ❊❈❆■✱ s❡r✳ ❋r♦♥t✐❡rs ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧
■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ▲✳ ❉✳ ❘❛❡❞t✱ ❈✳ ❇❡ss✐èr❡✱ ❉✳ ❉✉❜♦✐s✱ P✳ ❉♦❤❡rt②✱ P✳
❋r❛s❝♦♥✐✱ ❋✳ ❍❡✐♥t③✱ ❛♥❞ P✳ ❏✳ ❋✳ ▲✉❝❛s✱ ❊❞s✳✱ ✈♦❧✳ ✷✹✷✳ ■❖❙ Pr❡ss✱ ✷✵✶✷✱ ♣♣✳ ✼✸✽✲✼✹✸✳
• ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✱ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ●✳ ❋❧♦✉r✐s✱ ❛♥❞ ❙✳ ❑♦t♦✉❧❛s✱ ✏❙❝❛❧❛❜❧❡ ◆♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝
❘❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❘❉❋ ❉❛t❛ ❯s✐♥❣ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱✑ ✐♥ ❙❙❲❙✰❍P❈❙❲✱ ✷✵✶✷✳
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• ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ❏✳ ❩✳ P❛♥✱ ❛♥❞ ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✱ ✏▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇✐t❤
s❡♠❛♥t✐❝s✿ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱✑ ✐♥ ❲❡❜ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✲
❲■❙❊ ✷✵✶✸ ❲♦r❦s❤♦♣s ✲ ❲■❙❊ ✷✵✶✸ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣s ❇✐❣❲❡❜❉❛t❛✱ ▼❇❈✱
P❈❙✱ ❙❚❡❍✱ ◗❯❆❚✱ ❙❈❊❍✱ ❛♥❞ ❙❚❙❈ ✷✵✶✸✱ ◆❛♥❥✐♥❣✱ ❈❤✐♥❛✱ ❖❝t♦❜❡r ✶✸✲✶✺✱ ✷✵✶✸✱
❘❡✈✐s❡❞ ❙❡❧❡❝t❡❞ P❛♣❡rs✱ s❡r✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❩✳ ❍✉❛♥❣✱ ❈✳ ▲✐✉✱
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• ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s ❛♥❞ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ✏❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❙tr❛t✐✜❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ▲♦❣✐❝ Pr♦✲
❣r❛♠s ♦✈❡r ❇✐❣ ❉❛t❛ t❤r♦✉❣❤ ▼❛ss P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✱✑ ✐♥ ❘✉❧❡▼▲✱ s❡r✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s
✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ▲✳ ▼♦r❣❡♥st❡r♥✱ P✳ ❙✳ ❙t❡❢❛♥❡❛s✱ ❋✳ ▲é✈②✱ ❆✳ ❲②♥❡r✱ ❛♥❞ ❆✳
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• ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✱ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ❛♥❞ ❲✳ ❋❛❜❡r✱ ✏❊✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲
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• ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✱ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ❛♥❞ ❲✳ ❋❛❜❡r✱ ✏❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❆♥s✇❡r ❙❡ts ❢♦r ▼♦♥❛❞✐❝
▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠s ✈✐❛ ▼❛♣r❡❞✉❝❡✱✑ ✐♥ ❆❙P❖❈P✱ ✷✵✶✹✳
❈❤❛♣t❡r ✷
❇❛❝❦❣r♦✉♥❞
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❛s✐❝ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❧♦❣✐❝s✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❧♦❣✐❝s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❡♥❛❜❧❡ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♥❞
❡✣❝✐❡♥t r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝❛♥
❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ♠❛ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳
✷✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s
✷✳✶✳✶ ❘❉❋✴❙
❘❉❋ ✭❘❡s♦✉r❝❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❋r❛♠❡✇♦r❦✮ ❬✺❪ ✐s ❛ ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ s✉❜❥❡❝t✲♣r❡❞✐❝❛t❡✲♦❜❥❡❝t tr✐♣❧❡s ❝❛❧❧❡❞ st❛t❡♠❡♥ts✳ ❙✉❝❤ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡♣r❡s❡♥t ❡①✐st✐♥❣ ❡♥t✐t✐❡s ✭s✉❜❥❡❝t✱ ♦❜❥❡❝t✮ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❡♥t✐t✐❡s
✭♣r❡❞✐❝❛t❡✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❘❉❋ tr✐♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ s✉❜❥❡❝t ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❧❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ s✉❜❥❡❝t
t♦ ♦❜❥❡❝t✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ s❤♦✇s ❛ ❣r❛♣❤✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✏❚❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ✐s
✇r✐tt❡♥ ❜② ■❧✐❛s ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✑✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❘❉❋✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② t❤❛t ✇♦✉❧❞
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥✱ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ✭s✉❜❥❡❝t✱
♦❜❥❡❝t✮ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② ✭♣r❡❞✐❝❛t❡✮✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❘❉❋❙ ✭❘❉❋ ❙❝❤❡♠❛✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♣t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❛❝r♦ss ❞♦♠❛✐♥s✳
❯s✐♥❣ ❘❉❋❙ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② st❛t❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦♣❡rt② ✇r✐tt❡♥❇②✱ ❜② s❡tt✐♥❣
❝❧❛ss ❉♦❝✉♠❡♥t ❛s ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss ❙t✉❞❡♥t ❛s r❛♥❣❡✳ ❙✉❝❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛ss❡rt
✇❤❡t❤❡r ✏P❤❉ t❤❡s✐s✑ ✐s ♦❢ t②♣❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r ✏■❧✐❛s ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✑ ✐s ♦❢ t②♣❡
❙t✉❞❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬✺❪✳
✼
✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ●r❛♣❤✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✐♣❧❡✳
✷✳✶✳✷ ❖❲▲
❖❲▲ ✭❲❡❜ ❖♥t♦❧♦❣② ▲❛♥❣✉❛❣❡✮ ❬✺❪ ✐s ❛ r✐❝❤❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❘❉❋ ❛♥❞ ❘❉❋❙✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♠♦r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❖❲▲ s✐♥❝❡ ✇❡
❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❞✐s❥♦✐♥t♥❡ss ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ ♥❛♠❡❧② st✉❞❡♥ts ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❣r❛❞✉❛t❡ ♦r ✉♥❞❡r❣r❛❞✉❛t❡✱
❜✉t ♥♦t ❜♦t❤✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t
♦❢ ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s✳ ❯s✐♥❣ ❖❲▲✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss❡rt ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❛t
❡❛❝❤ P❤❉ st✉❞❡♥t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t✇♦ s✉♣❡r✈✐s♦rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❛t ❛ ♣r♦♣❡rt②
✐s tr❛♥s✐t✐✈❡ ✭❡✳❣✳✱ ❛ ♣r♦♣❡rt② s✉❝❤ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ♥❛♠❡❧② ✐❢ ❆ ✐s ❜❡❢♦r❡ ❇ ❛♥❞ ❇ ✐s ❜❡❢♦r❡ ❈✱
t❤❡♥ ❆ ✐s ❛❧s♦ ❜❡❢♦r❡ ❈ ✮✱ ♦r ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt② ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❤❛s❲r✐tt❡♥ ✐s
✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ♣r♦♣❡rt② ✇r✐tt❡♥❇②✮✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ s✉❜❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦❢ ❖❲▲✱ ♥❛♠❡❧② ❖❲▲ ▲✐t❡✱ ❖❲▲ ❉▲ ❛♥❞ ❖❲▲ ❋✉❧❧✳
❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❬✺❪✿
• ❊✈❡r② ❧❡❣❛❧ ❖❲▲ ▲✐t❡ ♦♥t♦❧♦❣② ✐s ❛ ❧❡❣❛❧ ❖❲▲ ❉▲ ♦♥t♦❧♦❣②✳
• ❊✈❡r② ❧❡❣❛❧ ❖❲▲ ❉▲ ♦♥t♦❧♦❣② ✐s ❛ ❧❡❣❛❧ ❖❲▲ ❋✉❧❧ ♦♥t♦❧♦❣②✳
• ❊✈❡r② ✈❛❧✐❞ ❖❲▲ ▲✐t❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❖❲▲ ❉▲ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
• ❊✈❡r② ✈❛❧✐❞ ❖❲▲ ❉▲ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❖❲▲ ❋✉❧❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ❖❲▲ ▲✐t❡ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❖❲▲ ❉▲✱ ✇❤✐❧❡ ❖❲▲ ❉▲ ✐s ❛
s✉❜s❡t ♦❢ ❖❲▲ ❋✉❧❧✳ ■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ ❖❲▲ ▲✐t❡ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❤✐❡r✲
❛r❝❤② ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❖❲▲ ❉▲ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ♠❛①✐♠✉♠ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss
♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱
✇❤✐❧❡ ❖❲▲ ❋✉❧❧ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ♠❛①✐♠✉♠ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ✇✐t❤ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
❜❡✐♥❣ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬✺❪✳
✷✳✶✳✸ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝s
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝s ✭❉▲s✮ ❬✷✶❪ ❛r❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇✐t❤
❡①♣r❡ss✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✭❋❖▲✮✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝s
❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❢♦r♠❛❧❧② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❉▲s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦✿ ✉♥❛r② ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥ ❋❖▲ ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s
✐♥ ❖❲▲✮✱ r♦❧❡s ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦✿ ❜✐♥❛r② ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥ ❋❖▲ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❖❲▲✮
✷✳✶✳ P❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙ ✾
❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦✿ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ ❋❖▲ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❖❲▲✮✳ ❘♦❧❡s
❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r r♦❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts t❤r♦✉❣❤ ❧♦❣✐❝❛❧ st❛t❡♠❡♥ts ❝❛❧❧❡❞
❛①✐♦♠s✳
❆ ❉▲ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛rt ✭❚❇♦①✮
❛♥❞ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥❛❧ ♣❛rt ✭❆❇♦①✮✳ ❚❇♦① ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❉▲✱ ♥❛♠❡❧② ❡①✐st✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ r♦❧❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❚❇♦① st❛t❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ♠♦❞❡❧
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s✉❝❤ ❛s ✏❊✈❡r② P❤❉ st✉❞❡♥t ✐s ❛ st✉❞❡♥t✑✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❆❇♦① ❞❡✜♥❡s t❤❡
❢❛❝ts ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❉▲✱ ♥❛♠❡❧② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❆❇♦① st❛t❡♠❡♥t
✇♦✉❧❞ ♠♦❞❡❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s✉❝❤ ❛s ✏■❧✐❛s ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s ✐s ❛ P❤❉ st✉❞❡♥t✑✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❉▲s✱ t❤❡✐r ♥❛♠✐♥❣ ❞❡✜♥❡s ❛❧s♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐✈✐t②✱ ✇✐t❤ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
♠❡❞✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝s t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❜❛s❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❙◆❖▼❊❉✲❈❚✶✱ ●❆▲❊◆✷ ❛♥❞ ●❖✸ ❜❡✐♥❣
❡①♣r❡ss✐❜❧❡ ✐♥ EL✳
✷✳✶✳✹ ❉❛t❛❧♦❣
❉❛t❛❧♦❣ ✐s ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❞❛t❛❜❛s❡ q✉❡r② ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡
✜❡❧❞ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s ❬✷✷❪✳ ❆ ❉❛t❛❧♦❣ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❍♦r♥ r✉❧❡s
t❤❛t ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ✭❡①♣❧✐❝✐t✮ ❢❛❝ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❞✉❝❡ ♥❡✇ ✭✐♠♣❧✐❝✐t✮ ❢❛❝ts ❢r♦♠
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❢❛❝ts ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r✲
❝❡✐✈❡❞ ❛s r♦✇s ✐♥ ❛ t❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ r✉❧❡s ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡ q✉❡r✐❡s✱ t❤✉s ❢✉rt❤❡r ❡♥r✐❝❤✐♥❣
♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❉❛t❛❧♦❣ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❛ q✉❡r② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❞❡✲
❞✉❝t✐✈❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤
❛s ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ♥❡t✇♦r❦✐♥❣✱ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦✐♥❣ ❛♥❞ s❡❝✉r✐t②
s②st❡♠s✳
●✐✈❡♥ ❛ ❞❛t❛❧♦❣ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❢♦r
❞❡r✐✈✐♥❣ ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥❛♠❡❧② t♦♣✲❞♦✇♥ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠✲✉♣✳ ❆ t♦♣✲❞♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡✲
s✐❣♥❡❞ t♦ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣♦❛❧ ✭♦r q✉❡r②✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❝✉rs✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡❞ t♦ s✉❜❣♦❛❧s✱ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s✉❜❣♦❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❡①✐st✐♥❣ ❢❛❝ts ✐♥
♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢♦r♠❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐♥❢❡r❡♥❝❡✮ tr❡❡ ✐s ❜✉✐❧t st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
t♦♣ ❣♦❛❧ ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥ t♦ ✐ts s✉❜❣♦❛❧s✳ ❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t♦♣✲❞♦✇♥✱ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡s ♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ✭❡①♣❧✐❝✐t✮ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡❞
✭✐♠♣❧✐❝✐t✮ ❢❛❝ts ✉♥t✐❧ ♥♦ ♥❡✇ ❢❛❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡ s❡t✱ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡♥ t❤❡ ❢❛❝ts t❤❛t ♠❛t❝❤ t❤❡
❣✐✈❡♥ q✉❡r② ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛♥s✇❡rs✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t♦♣✲❞♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ♠♦r❡ q✉❡r②✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛s ✐t ❛♣♣❧✐❡s ♦♥❧② r✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ q✉❡r②✱ ♦♥
t❤❡ ❝♦st ♦❢ s❧♦✇❡r r❡s♣♦♥s❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✱ ♦♥ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ q✉✐❝❦❡r q✉❡r②✲t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t♦♣✲❞♦✇♥ ❛s
✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐❤ts❞♦✳♦r❣✴s♥♦♠❡❞✲❝t
✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♦♣❡♥❣❛❧❡♥✳♦r❣✴
✸❤tt♣✿✴✴❣❡♥❡♦♥t♦❧♦❣②✳♦r❣✴
✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉
❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ✭❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t✮ ❢❛❝ts ❛r❡ ♣❛rt ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✳
✷✳✶✳✺ ❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ▲♦❣✐❝
❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ▲♦❣✐❝ ✲ ❙②♥t❛①
❆ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ t❤❡♦r② ❬✷✸✱ ✼❪ ✭❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✐♥ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❦✐♥❞s ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✿ ❢❛❝ts✱ str✐❝t r✉❧❡s✱ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r✉❧❡s✱ ❞❡❢❡❛t❡rs✱ ❛♥❞ ❛ s✉♣❡r✐♦r✐t② r❡❧❛t✐♦♥✳
❋❛❝ts ❛r❡ ❧✐t❡r❛❧s t❤❛t ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❦♥♦✇♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭❣✐✈❡♥ ♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛❝ts✮✳
❙tr✐❝t r✉❧❡s ❛r❡ r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡♥s❡✿ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ❛r❡ ✐♥❞✐s♣✉t❛❜❧❡
✭❡✳❣✳✱ ❢❛❝ts✮ t❤❡♥ s♦ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ str✐❝t r✉❧❡ ✐s ✏❊♠✉s ❛r❡ ❜✐r❞s✑✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r♠❛❧❧② ❛s✿
❡♠✉✭❳✮ → ❜✐r❞✭❳✮✳
❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ r✉❧❡s ❛r❡ r✉❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❢❡❛t❡❞ ❜② ❝♦♥tr❛r② ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
s✉❝❤ ❛ r✉❧❡ ✐s ✏❇✐r❞s t②♣✐❝❛❧❧② ✢②✑❀ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r♠❛❧❧②✿
❜✐r❞✭❳✮ ⇒ ✢✐❡s✭❳✮✳
❉❡❢❡❛t❡rs ❛r❡ r✉❧❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞r❛✇ ❛♥② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❚❤❡✐r ♦♥❧② ✉s❡ ✐s t♦
♣r❡✈❡♥t s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✏■❢ ❛♥ ❛♥✐♠❛❧ ✐s ❤❡❛✈② t❤❡♥ ✐t ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ✢②✑✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿
❤❡❛✈②✭❳✮  ¬✢✐❡s✭❳✮✳
❚❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ r✉❧❡s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ❛♠♦♥❣ r✉❧❡s✱ t❤❛t
✐s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ r✉❧❡ ♠❛② ♦✈❡rr✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r r✉❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡
❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r✉❧❡s
r ✿ ❜✐r❞✭❳✮ ⇒ ✢✐❡s✭❳✮
r′ ✿ ❜r♦❦❡♥❲✐♥❣✭❳✮ ⇒ ¬✢✐❡s✭❳✮
✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝t ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱ ♥♦ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t ✇❤❡t❤❡r ❛ ❜✐r❞
✇✐t❤ ❜r♦❦❡♥ ✇✐♥❣s ❝❛♥ ✢②✳ ❇✉t ✐❢ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✉♣❡r✐♦r✐t② r❡❧❛t✐♦♥ > ✇✐t❤ r′ > r✱ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t r′ ✐s str✐❝t❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ r✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t
t❤❡ ❜✐r❞ ❝❛♥♥♦t ✢②✳
■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝✱ ♣r✐♦r✐t✐❡s ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✿ t✇♦
r✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②
❤❡❛❞s✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ ❝♦♥✢✐❝ts ❛♠♦♥❣ ❝♦♠♣❡t✐♥❣
r✉❧❡s✱ ✐t ✐s ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ r✉❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❤❡❛❞s❀ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
r > r′ ❢♦r r✉❧❡s r✱ r′ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❤❡❛❞s ♠❛② ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② r❡❧❛t✐♦♥✱
❜✉t ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r② ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✳
✷✳✶✳ P❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙ ✶✶
❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ▲♦❣✐❝ ✲ ❋♦r♠❛❧ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
❆ r✉❧❡ r ❝♦♥s✐sts ✭❛✮ ♦❢ ✐ts ❛♥t❡❝❡❞❡♥t ✭♦r ❜♦❞②✮ ❆✭r✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✱ ✭❜✮
❛♥ ❛rr♦✇✱ ❛♥❞✱ ✭❝✮ ✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥t ✭♦r ❤❡❛❞✮ ❈✭r✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧✐t❡r❛❧✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ❘ ♦❢ r✉❧❡s✱
✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ str✐❝t r✉❧❡s ✐♥ ❘ ❜② ❘s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ str✐❝t ❛♥❞ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r✉❧❡s
✐♥ ❘ ❜② ❘sd✳ ❘❬q ❪ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ r✉❧❡s ✐♥ ❘ ✇✐t❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥t q✳ ■❢ q ✐s ❛ ❧✐t❡r❛❧✱ ∼q
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❧✐t❡r❛❧ ✭✐❢ q ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧ ♣ t❤❡♥ ∼q ✐s ¬♣❀ ❛♥❞ ✐❢ q ✐s
¬♣✱ t❤❡♥ ∼q ✐s ♣✮
❆ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ t❤❡♦r② ❉ ✐s ❛ tr✐♣❧❡ ✭❋✱❘✱>✮ ✇❤❡r❡ ❋ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❢❛❝ts✱ ❘ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t
♦❢ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ > ❛♥ ❛❝②❝❧✐❝ s✉♣❡r✐♦r✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ✉♣♦♥ ❘✳
❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ▲♦❣✐❝ ✲ Pr♦♦❢ ❚❤❡♦r②
❆ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❉ ✐s ❛ t❛❣❣❡❞ ❧✐t❡r❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ❢♦r♠s✿
• +∆q✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t q ✐s ❞❡✜♥✐t❡❧② ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❉✳
• −∆q✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t q ✐s ♥♦t ❞❡✜♥✐t❡❧② ♣r♦✈❛❜❧❡
✐♥ ❉✳
• +∂q✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t q ✐s ❞❡❢❡❛s✐❜❧② ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❉✳
• −∂q✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t q ✐s ♥♦t ❞❡❢❡❛s✐❜❧② ♣r♦✈❛❜❧❡
✐♥ ❉✳
Pr♦✈❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✭♦r ♣r♦♦❢ ✮ ✐♥
❉ ❂ ✭❋✱ ❘✱ >✮✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ P ❂ P✭✶✮✱ ✳✳✳✱ P✭♥✮ ♦❢ t❛❣❣❡❞ ❧✐t❡r❛❧s
s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♣❤r❛s❡❞
❛s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ♣r♦♦❢s✳ P✭✶✳✳ı✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ P ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ı✳
+∆✿ ❲❡ ♠❛② ❛♣♣❡♥❞ P✭ı ✰ ✶✮ ❂ +∆q ✐❢ ❡✐t❤❡r
q ∈ ❋ ♦r
∃r ∈ ❘s❬q ❪ ∀α ∈ ❆✭r✮✿ +∆α ∈ P✭✶✳✳ı✮
❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ t♦ ♣r♦✈❡ +∆q ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r q ✉s✐♥❣ ❢❛❝ts ❛♥❞ str✐❝t
r✉❧❡s ♦♥❧②✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡♥s❡ ✕ ♥♦ ♣r♦♦❢s ❢♦r t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ q
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ❜❡❧♦✇✱ ✇❤❡r❡ ♦♣♣♦s✐♥❣ ❝❤❛✐♥s
♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✮✳
−∆✿ ❲❡ ♠❛② ❛♣♣❡♥❞ P✭ı ✰ ✶✮ ❂ −∆q ✐❢
q /∈ ❋ ❛♥❞
∀r ∈ ❘s❬q ❪ ∃α ∈ ❆✭r✮✿ −∆α ∈ P✭✶✳✳ı✮
❚♦ ♣r♦✈❡ −∆q✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❛t q ✐s ♥♦t ❞❡✜♥✐t❡❧② ♣r♦✈❛❜❧❡✱ q ♠✉st ♥♦t ❜❡ ❛ ❢❛❝t✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ❡✈❡r② str✐❝t r✉❧❡ ✇✐t❤ ❤❡❛❞ q ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳
✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉
❚❤✉s✱ ❢♦r ❡✈❡r② s✉❝❤ r✉❧❡ r t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t α ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t ❢♦r
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t α ✐s ♥♦t ❞❡✜♥✐t❡❧② ♣r♦✈❛❜❧❡ ✭−∆α✮✳
+∂✿ ❲❡ ♠❛② ❛♣♣❡♥❞ P✭ı ✰ ✶✮ ❂ +∂q ✐❢ ❡✐t❤❡r
✭✶✮ +∆q ∈ P✭✶✳✳ı✮ ♦r
✭✷✮ ✭✷✳✶✮ ∃r ∈ ❘sd❬q ❪ ∀α ∈ ❆✭r✮ ✿ +∂α ∈ P✭✶✳✳ı✮ ❛♥❞
✭✷✳✷✮ −∆ ∼q ∈ P✭✶✳✳ı✮ ❛♥❞
✭✷✳✸✮ ∀s ∈ ❘❬∼q ❪ ❡✐t❤❡r
✭✷✳✸✳✶✮ ∃α ∈ ❆✭s✮ ✿ −∂α ∈ P✭✶✳✳ı✮ ♦r
✭✷✳✸✳✷✮ ∃t ∈ ❘sd❬q ❪ s✉❝❤ t❤❛t
∀α ∈ ❆✭t✮ ✿ +∂α ∈ P✭✶✳✳ı✮ ❛♥❞ t > s
❲❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t q ✐s ❞❡❢❡❛s✐❜❧② ♣r♦✈❛❜❧❡✱ ❡✐t❤❡r ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t q ✐s ❞❡✜♥✐t❡❧② ♣r♦✈❛❜❧❡
✭+∆q ✕ s❡❡ ♣❛rt ✶ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r +∂✮ ♦r ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ ❉ ✭♣❛rt ✷✮✳
❋♦r t❤❡ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ♣❛rt ✭✷✮ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ str✐❝t ♦r ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r✉❧❡ ✇✐t❤
❤❡❛❞ q ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭✷✳✶✮✳ ❇✉t ♥♦✇ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛tt❛❝❦s✱ t❤❛t
✐s✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❤❛✐♥s ✐♥ s✉♣♣♦rt ♦❢ ∼q✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♠✉st s❤♦✇ t❤❛t ∼q ✐s ♥♦t ❞❡✜♥✐t❡❧②
♣r♦✈❛❜❧❡ ✭✷✳✷✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♥ ✭✷✳✸✮ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥
t♦ ❜❡ ✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❤❡❛❞ ∼q✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ s✉❝❤ r✉❧❡ s ❛tt❛❝❦s
t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✳ ❋♦r q t♦ ❜❡ ♣r♦✈❛❜❧❡✱ ❡❛❝❤ s✉❝❤ r✉❧❡ s ♠✉st ❜❡ ❝♦✉♥t❡r❛tt❛❝❦❡❞ ❜②
❛♥♦t❤❡r r✉❧❡ t ✇✐t❤ ❤❡❛❞ q ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ✭✐✮ t ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛t t❤✐s
♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t ♠✉st ❜❡ str♦♥❣❡r t❤❛♥ s✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ❛tt❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q ♠✉st ❜❡
❝♦✉♥t❡r❛tt❛❝❦❡❞ ❜② ❛ str♦♥❣❡r r✉❧❡✳
−∂✿ ❲❡ ♠❛② ❛♣♣❡♥❞ P✭ı ✰ ✶✮ ❂ −∂q ✐❢
✭✶✮ −∆q ∈ P✭✶✳✳ı✮ ❛♥❞
✭✷✮ ✭✷✳✶✮ ∀r ∈ ❘sd❬q ❪ ∃α ∈ ❆✭r✮ ✿ −∂α ∈ P✭✶✳✳ı✮ ♦r
✭✷✳✷✮ +∆ ∼q ∈ P✭✶✳✳ı✮ ♦r
✭✷✳✸✮ ∃s ∈ ❘❬∼q ❪ s✉❝❤ t❤❛t
✭✷✳✸✳✶✮ ∀α ∈ ❆✭s✮ ✿ +∂α ∈ P✭✶✳✳ı✮ ❛♥❞
✭✷✳✸✳✷✮ ∀t ∈ ❘sd❬q ❪ ❡✐t❤❡r
∃α ∈ ❆✭t✮ ✿ −∂α ∈ P✭✶✳✳ı✮ ♦r t ≯ s
❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t q ✐s ♥♦t ❞❡❢❡❛s✐❜❧② ♣r♦✈❛❜❧❡✱ ✇❡ ♠✉st ✜rst ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❞❡✜♥✐t❡❧②
♣r♦✈❛❜❧❡ ✭✶✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♠✉st ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ✭✷✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✿ ❡✐t❤❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✭str✐❝t ❛♥❞ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡✮ r✉❧❡s ✇✐t❤ ❤❡❛❞ q ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭✷✳✶✮❀ ♦r ∼q ✐s
❞❡✜♥✐t❡❧② ♣r♦✈❛❜❧❡ ✭✷✳✷✮❀ ♦r t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡ s ✇✐t❤ ❤❡❛❞ ∼q s✉❝❤ t❤❛t ♥♦
♣♦ss✐❜❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡ t ✇✐t❤ ❤❡❛❞ q ✐s s✉♣❡r✐♦r t♦ s ✭✷✳✸✮✳
✷✳✶✳ P❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙ ✶✸
❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ▲♦❣✐❝ ✲ ❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ❆ r✉❧❡ s❡t ✐s str❛t✐✜❡❞ ✐❢ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ r❛♥❦
s✉❝❤ t❤❛t
• ♥♦ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ ♦r ❣r❡❛t❡r r❛♥❦
• ♥♦ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ r❛♥❦ ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t
✐♥ ❛♥② r✉❧❡✳
✷✳✶✳✻ ❙tr❛t✐✜❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ str❛t✐✜❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛s t❤❡② ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞
❜② ●❡❧❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❲❡ ✐♠♣♦s❡
s❡✈❡r❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ❬✷✹❪ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤
♠❛② ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✇✐t❤ ✐ts ❤❡❛❞✱ ♦r
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❛♥❞ ✐ts s✉❜❣♦❛❧ ✭❜♦❞②✮✱ ✐❢ ❛♥② t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧ ✏←✑✱ ✇❤✐❝❤
♠❛② ❜❡ r❡❛❞ ✏✐❢✑✳ 
●✐✈❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ ✭s❡❡ ●❡❧❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪✮✱
♣✭❳✮ ← ❛✭❳✮✱ ♥♦t ❜✭❳✮✳
♣✭❳✮ ✐s t❤❡ ❤❡❛❞✱ ❛✭❳✮ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧✱ ❛♥❞ ❜✭❳✮ ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ♠❛②
❜❡ r❡❛❞ ❛s ✏♣✭❳✮ ✐❢ ❛✭❳✮ ❛♥❞ ♥♦t ❜✭❳✮✑✳ ❆ ❍♦r♥ r✉❧❡ ✐s ♦♥❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s✱
❛♥❞ ❛ ❍♦r♥ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♦♥❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❍♦r♥ r✉❧❡s✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✳ ❆ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡r ✇❤✐❧❡ ❛
❝♦♥st❛♥t ♦r ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r❝❛s❡ ❧❡tt❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳
❆ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❛r✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❛ ❧✐t❡r❛❧✳ ■❢ ♣ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧ t❤❡♥ ¬♣
✐s ✐ts ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧✱ ♣ ❛♥❞ ¬♣ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❈♦♥st❛♥ts✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ t❡r♠s✳ ❆ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠ ✐s ❛ t❡r♠ ✇✐t❤ ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s t❤❛t
❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸ ❬✷✹❪ ❆ ♣r♦❣r❛♠ ✐s str❛t✐✜❡❞ ✐❢ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛
r❛♥❦ s✉❝❤ t❤❛t
• ♥♦ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ ❣r❡❛t❡r r❛♥❦✱ ❛♥❞
• ♥♦ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ ♦r ❣r❡❛t❡r r❛♥❦
✐♥ ❛♥② r✉❧❡✳ 
✶✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✹ ❬✷✹❪ ●✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ P✱ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ■ ✐s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t
♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✇❤♦s❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡ ♦❢ P✳ ❆ t♦t❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❡✈❡r② ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ ❍❡❜r❛♥❞ ❜❛s❡ ♦r ✐ts ♥❡❣❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❛② ❛
❣r♦✉♥❞ ✭✈❛r✐❛❜❧❡✲❢r❡❡✮ ❧✐t❡r❛❧ ✐s tr✉❡ ✐♥ ■ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ✐♥ ■ ❛♥❞ s❛② ✐t ✐s ❢❛❧s❡ ✐♥ ■ ✇❤❡♥ ✐ts
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✐s ✐♥ ■✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ s❛② ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s ✐s tr✉❡ ✐♥ ■ ✐❢ ❛❧❧ ♦❢
t❤❡ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ tr✉❡ ✐♥ ■✱ ❛♥❞ ✐s ❢❛❧s❡ ✐♥ ■ ✐❢ ❛♥② ♦❢ ✐ts ❧✐t❡r❛❧s ✐s ❢❛❧s❡ ✐♥ ■ 
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ str❛t✐✜❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿
✶✳ ❋❛❝ts ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s✳
✷✳ ❆❧❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r r❛♥❦ ✵ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s✱ ✇❤✐❧❡ ✇❤♦s❡ ♥♦t ✐♥❢❡rr❡❞
❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡✳
✸✳ ■❢ ❛❧❧ ❧✐t❡r❛❧s ✉♣ t♦ r❛♥❦ k−1 ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥
♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r r❛♥❦ k✳ ❆❧❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r r❛♥❦ k ❛r❡ t❤❡♥ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡
❧✐t❡r❛❧s✱ ✇❤✐❧❡ ✇❤♦s❡ ♥♦t ✐♥❢❡rr❡❞ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✺ ❬✷✹❪ ▲❡t ❛ ♣r♦❣r❛♠ P✱ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡ ❍ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❛❧
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ■ ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ❲❡ s❛② ❆ ⊆ ❍ ✐s ❛♥ ✉♥❢♦✉♥❞❡❞ s❡t ✭♦❢ P✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ■
✐❢ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ♣ ∈ ❆ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ r✉❧❡ ❘ ♦❢ P
✇❤♦s❡ ❤❡❛❞ ✐s ♣✱ ✭❛t ❧❡❛st✮ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿
✶✳ ❙♦♠❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✮ s✉❜❣♦❛❧ q ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ❢❛❧s❡ ✐♥ ■✳
✷✳ ❙♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ♦❝❝✉rs ✐♥ ❆✳
❆ ❧✐t❡r❛❧ t❤❛t ♠❛❦❡s ✭✶✮ ♦r ✭✷✮ ❛❜♦✈❡ tr✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✇✐t♥❡ss ♦❢ ✉♥✉s❛❜✐❧✐t② ❢♦r r✉❧❡ ❘
✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ■✮✳ 
✷✳✶✳✼ ❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✲ ❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ▲♦❣✐❝ ❱❡rs✉s ❙tr❛t✐✜❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ❛♥❞ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✱ ❞❡✲
s❝r✐❜❡s ❛ ✇❛② ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t♦ r❛♥❦s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝②❝❧❡ ❛♠♦♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s
♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❍❡r❡ ❛r❡
t❤❡ ❦❡② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿
• ❋♦r ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝✱ ❡✈❡r② ♣r❡❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞
❛ ❤✐❣❤❡r r❛♥❦ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s✱
♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡r r❛♥❦ ✐❢ t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ♦♥ ♦t❤❡r ♣r❡❞✐❝❛t❡s
✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮✳
✷✳✶✳ P❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙ ✶✺
• ❋♦r ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡r② ♣r❡❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡r r❛♥❦ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✮✱ ♥♦ ❝②❝❧❡s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥
r❛♥❦✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡❧②
♦♥ ♦t❤❡r ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥ ❡q✉❛❧ r❛♥❦ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮✱ ❛♥❞ t❤✉s✱
❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❢♦r♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝②❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛♥❦✳
• ❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ♣ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ¬♣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡q✉✐r❡
❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❜♦t❤ ♣ ❛♥❞ ¬♣ ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❦ ✭s❡❡ ❉❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ str❛t✐✜❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛s ❢❛✐❧✉r❡
❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♣r✐♦r✐t✐❡s ♦✈❡r r✉❧❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞
t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮✳
• ❙tr❛t✐✜❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s✳ ❚❤✉s✱ ❛ ♣r❡❞✐✲
❝❛t❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡r r❛♥❦
✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛t ❡❛❝❤
r❛♥❦✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s✱ ❛♥❞
t❤✉s✱ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭s❡❡
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✮✳
✷✳✶✳✽ ❲❡❧❧✲❋♦✉♥❞❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s
■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✭❲❋❙✮ ❛s t❤❡②
✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ●❡❧❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✻ ❬✷✹❪ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤
♠❛② ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✇✐t❤ ✐ts ❤❡❛❞✱ ♦r
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❛♥❞ ✐ts s✉❜❣♦❛❧ ✭❜♦❞②✮✱ ✐❢ ❛♥② t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧ ✏←✑✱ ✇❤✐❝❤
♠❛② ❜❡ r❡❛❞ ✏✐❢✑✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ ✭s❡❡ ●❡❧❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪✮✱
♣✭❳✮ ← ❛✭❳✮✱ ♥♦t ❜✭❳✮✳
♣✭❳✮ ✐s t❤❡ ❤❡❛❞✱ ❛✭❳✮ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧✱ ❛♥❞ ❜✭❳✮ ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ♠❛②
❜❡ r❡❛❞ ❛s ✏♣✭❳✮ ✐❢ ❛✭❳✮ ❛♥❞ ♥♦t ❜✭❳✮✑✳ ❆ ❍♦r♥ r✉❧❡ ✐s ♦♥❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s✱
❛♥❞ ❛ ❍♦r♥ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♦♥❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❍♦r♥ r✉❧❡s✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✳ ❆ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡r ✇❤✐❧❡ ❛
❝♦♥st❛♥t ♦r ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r❝❛s❡ ❧❡tt❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳
❆ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❛r✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❛ ❧✐t❡r❛❧✳ ❈♦♥st❛♥ts✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❧✐t❡r❛❧s
❛r❡ t❡r♠s✳ ❆ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠ ✐s ❛ t❡r♠ ✇✐t❤ ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s t❤❡ s❡t
♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s t❤❛t ❛r❡
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❲❡
✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❍♦r♥ r✉❧❡s ❛❧s♦ ❛s ❞❡✜♥✐t❡ r✉❧❡s✱ ❧✐❦❡✇✐s❡ ❍♦r♥ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s ❞❡✜♥✐t❡ ♣r♦❣r❛♠s✳
✶✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✼ ❬✷✹❪ ❚❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢
r✉❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❡ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡
✇❛②✳ ❆♥ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ r✉❧❡ ✐s ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✳ ❲❤❡r❡❛s ✏✉♥✐♥st❛♥t✐❛t❡❞✑
❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ r✉❧❡s✱ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s ♠❛② ✇❡❧❧
❜❡ ✐♥✜♥✐t❡✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❛ q✉♦t❡ ❢r♦♠ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ ❧❛st st❛t❡♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② t♦
t❤❡ s❡tt✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✿ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✜♥✐t❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✽ ❬✷✹❪ ●✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ P✱ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ■ ✐s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t
♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✇❤♦s❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡ ♦❢ P✳ ❆ t♦t❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❡✈❡r② ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ ❍❡❜r❛♥❞ ❜❛s❡ ♦r ✐ts ♥❡❣❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❛② ❛
❣r♦✉♥❞ ✭✈❛r✐❛❜❧❡✲❢r❡❡✮ ❧✐t❡r❛❧ ✐s tr✉❡ ✐♥ ■ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ✐♥ ■ ❛♥❞ s❛② ✐t ✐s ❢❛❧s❡ ✐♥ ■ ✇❤❡♥ ✐ts
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✐s ✐♥ ■✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ s❛② ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s ✐s tr✉❡ ✐♥ ■ ✐❢ ❛❧❧ ♦❢
t❤❡ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ tr✉❡ ✐♥ ■✱ ❛♥❞ ✐s ❢❛❧s❡ ✐♥ ■ ✐❢ ❛♥② ♦❢ ✐ts ❧✐t❡r❛❧s ✐s ❢❛❧s❡ ✐♥ ■✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✾ ❬✷✹❪ ▲❡t ❛ ♣r♦❣r❛♠ P✱ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡ ❍ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❛❧
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ■ ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ❲❡ s❛② ❆ ⊆ ❍ ✐s ❛♥ ✉♥❢♦✉♥❞❡❞ s❡t ✭♦❢ P✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ■
✐❢ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ♣ ∈ ❆ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ r✉❧❡ R ♦❢ P
✇❤♦s❡ ❤❡❛❞ ✐s ♣✱ ✭❛t ❧❡❛st✮ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿
✶✳ ❙♦♠❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✮ s✉❜❣♦❛❧ q ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ❢❛❧s❡ ✐♥ ■✳
✷✳ ❙♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ♦❝❝✉rs ✐♥ ❆✳
❆ ❧✐t❡r❛❧ t❤❛t ♠❛❦❡s ✭✶✮ ♦r ✭✷✮ ❛❜♦✈❡ tr✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✇✐t♥❡ss ♦❢ ✉♥✉s❛❜✐❧✐t② ❢♦r r✉❧❡ R ✭✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ■✮✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✶ ❬✷✹❪ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✲❢r❡❡
♣r♦❣r❛♠s ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❡❛❝❤ r✉❧❡ t♦ ❜❡ s❛❢❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛ r✉❧❡ ♠✉st
♦❝❝✉r ✭❛❧s♦✮ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧✳ ❙❛❢❡ ♣r♦❣r❛♠s ❝♦♥s✐st ♦❢ s❛❢❡ r✉❧❡s ♦♥❧②✳ ❚❤✐s s❛❢❡t②
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❬✷✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥✲
❝❡♣t ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
❆❜✐t❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪✮✳ ❉♦♠❛✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ q✉❡r② ❞♦❡s ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ st❛②
t❤❡ s❛♠❡✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦r ❛♥② s✉♣❡rs❡t ♦❢ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ s❛❢❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛r❡ r♦❜✉st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s
♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ♦r ❢❛❝t ❜❛s❡✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♥❡✇ ❝♦♥st❛♥ts ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♥♦
❡✛❡❝t ♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ ♣r♦♣❡rt② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❢♦r ✉♥s❛❢❡ ♣r♦❣r❛♠s✳
❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤✐s s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡ s❛❢❡t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛❧s♦ ❡♥❢♦r❝❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥
❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ ❞✐s❝✉ss
✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✳
✷✳✶✳ P❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙ ✶✼
✷✳✶✳✾ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❋✐①♣♦✐♥t Pr♦❝❡❞✉r❡
■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ✜①♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐t ✇❛s
❞❡✜♥❡❞ ❜② ❇r❛ss ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✵ ❬✷✼❪ ❋♦r ❛ s❡t ❙ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡ts✿
♣♦s✭❙✮ ✿❂ ④❆ ∈ ❙ | ❆ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧ ⑥✱
♥❡❣✭❙✮ ✿❂ ④❆ | ♥♦t ❆ ∈ ❙⑥✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✶ ❬✷✼❪ ✭❊①t❡♥❞❡❞ ■♠♠❡❞✐❛t❡ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❖♣❡r❛t♦r✮
▲❡t P ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠✳ ▲❡t ■ ❛♥❞ ❏ ❜❡ s❡ts ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ s❡t ❚P,J✭■✮
♦❢ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ■ ✇✳r✳t✳ P ❛♥❞ ❏ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❚P,J✭■✮ ✿❂ ④❆ | t❤❡r❡ ✐s ❆ ← B ∈ ❣r♦✉♥❞✭P✮ ✇✐t❤
♣♦s✭B✮ ⊆ ■ ❛♥❞ ♥❡❣✭B✮ ∩ ❏ ❂ ∅⑥✳
■❢ P ✐s ❞❡✜♥✐t❡✱ t❤❡ s❡t ❏ ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦♣❡r❛t♦r ❚P ❜② ❚P ✭■✮ = ❚P,∅✭■✮✳
❋♦r ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r T ✇❡ ❞❡✜♥❡ T ↑ 0 := ∅ ❛♥❞ T ↑ i := T (T ↑ i − 1)✱ ❢♦r i > 0✳ ❧❢♣✭T ✮
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ T ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t S s✉❝❤ t❤❛t T (S) = S✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✷ ❬✷✼❪ ✭❆❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❋✐①♣♦✐♥t Pr♦❝❡❞✉r❡✮
▲❡t P ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠✳ ▲❡t P+ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜♣r♦❣r❛♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t❡
r✉❧❡s ♦❢ P✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❑i✱❯i✮i≥0 ✇✐t❤ s❡t ❑i ♦❢ tr✉❡ ✭❦♥♦✇♥✮ ❢❛❝ts ❛♥❞ ❯i ♦❢
♣♦ss✐❜❧❡ ✭✉♥❦♥♦✇♥✮ ❢❛❝ts ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
❑0 := ❧❢♣✭❚P+✮ ❯0 := ❧❢♣✭❚P,K0✮
i > 0 : ❑i := ❧❢♣✭❚P,Ui−1✮ ❯i := ❧❢♣✭❚P,Ki✮
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡r♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s st❛t✐♦♥❛r②✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ❛ ✜①♣♦✐♥t
✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
✭❑i✱❯i✮ ❂✭❑i+1✱❯i+1✮✳
❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❛ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❋✐①♣♦✐♥t Pr♦❝❡❞✉r❡ ✭❆❋P✮✳
❲❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❲∗p ♦❢ P ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ●❡❧❞❡r
❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✷ ❬✷✼❪ ✭❈♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❆❋P✮
▲❡t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❑i✱❯i✮i≥0 ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ j ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t ✭❑j✱❯j✮❂✭❑j+1✱❯j+1✮✳
❚❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❲∗p ♦❢ P ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜①♣♦✐♥t ✭❑j✱❯j✮✱ ✐✳❡✳✱
✶✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉
❲∗p ❂ ④▲ | ▲ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧ ❛♥❞ ▲ ∈ ❑j ♦r
▲ ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧
♥♦t ❆ ❛♥❞ ❆ ∈ ❇❆❙❊✭P✮ − ❯j⑥✱
✇❤❡r❡ ❇❆❙❊✭P✮ ✐s t❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ P✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳✶ ❬✷✼❪ ✭▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✮
▲❡t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❑i✱❯i✮i≥0 ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s ❢♦r i ≥ 0 :
❑i ⊆ ❑i+1✱ ❯i ⊇ ❯i+1✱ ❑i ⊆ ❯i✳
✷✳✶✳✶✵ ❆♥s✇❡r ❙❡t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣
❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❆❙P✮ ❛s t❤❡② ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞
❜② ❇❛r❛❧ ❬✷✽❪ ❛♥❞ ▲✐❢s❝❤✐t③ ❬✷✾❪✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✸ ❬✷✽❪ ❚❤❡ ❛①✐♦♠ ❛❧♣❤❛❜❡t ✭♦r s✐♠♣❧② t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✮ ♦❢ ❛♥ ❛♥s✇❡r s❡t
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s②♠❜♦❧s✿
✶✳ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
✷✳ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥st❛♥ts ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝♦♥st❛♥ts✮✱
✸✳ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✱
✹✳ ♣r❡❞✐❝❛t❡ s②♠❜♦❧s✱
✺✳ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱
✻✳ ♣✉♥❝t✉❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✱ ❛♥❞
✼✳ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ s②♠❜♦❧ ⊥❀
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ♣✉♥❝t✉❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ✜①❡❞ t♦ t❤❡ s❡t ④¬✱ ♦r✱ ←✱ ♥♦t✱ ❵✱✬⑥
❛♥❞ ④ ❵✭✬✱ ❵✮✬✱ ❵✳✬ ⑥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s ✈❛r② ❢r♦♠ ❛❧♣❤❛❜❡t t♦ ❛❧♣❤❛❜❡t✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✹ ❬✷✽❪ ❆ t❡r♠ ✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
✶✳ ❆ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛ t❡r♠✳
✷✳ ❆ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❛ t❡r♠✳
✸✳ ■❢ ❢ ✐s ❛♥ ♥✲❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ❛♥❞ t1✱✳✳✳✱tn ❛r❡ t❡r♠s t❤❡♥ ❢✭ t1✱✳✳✳✱tn✮ ✐s ❛ t❡r♠✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✺ ❬✷✽❪ ❆ t❡r♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❣r♦✉♥❞✱ ✐❢ ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ ✐t✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✻ ❬✷✽❪ ❍❡r❜r❛♥❞ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ❍❡r❜r❛♥❞ ❇❛s❡
• ❚❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ❯♥✐✈❡rs❡ ♦❢ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❍❯L✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❣r♦✉♥❞
t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ L✳
✷✳✶✳ P❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙ ✶✾
• ❆♥ ❛t♦♠ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♣✭ t1✱✳✳✳✱tn✮✱ ✇❤❡r❡ ♣ ✐s ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ s②♠❜♦❧ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ti ✐s ❛
t❡r♠✳ ■❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ tis ✐s ❣r♦✉♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❛t♦♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❣r♦✉♥❞✳
• ❚❤❡ ❍❡❜r❛♥❞ ❇❛s❡ ♦❢ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L✱ ❞❡♥♦♥t❡❞ ❜② ❍❇L✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❣r♦✉♥❞ ❛t♦♠s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❢r♦♠ L ❛♥❞ t❡r♠s ❢r♦♠ ❍❯L✳
• ❆ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ❡✐t❤❡r ❛♥ ❛t♦♠ ♦r ❛♥ ❛t♦♠ ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧ ¬✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧✳ ❆
❧✐t❡r❛❧ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❣r♦✉♥❞ ✐❢ t❤❡ ❛t♦♠ ✐♥ ✐t ✐s ❣r♦✉♥❞✳
• ❆ ♥❛❢✲❧✐t❡r❛❧ ✐s ❡✐t❤❡r ❛♥ ❛t♦♠ ♦r ❛♥ ❛t♦♠ ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧ ♥♦t✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r
✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❛❢✲❧✐t❡r❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛t❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
♥❛❢✲❧✐t❡r❛❧✳
• ❆ ❣❡♥✲❧✐t❡r❛❧ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ❧✐t❡r❛❧ ♦❢ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧ ♥♦t✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✼ ❬✷✽❪ ❆ r✉❧❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿
▲0 ♦r ✳✳✳ ♦r ▲k ← ▲k+1✱✳✳✳✱▲m✱ ♥♦t ▲m+1✱✳✳✳✱ ♥♦t▲n
✇❤❡r❡ ▲is ❛r❡ ❧✐t❡r❛❧s ♦r ✇❤❡♥ k = 0✱ ▲0 ♠❛② ❜❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ ⊥✱ ❛♥❞ k ≥ 0✱ m ≥ k✱ ❛♥❞
n ≥ m✳
❆ r✉❧❡ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❣r♦✉♥❞ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐t❡r❛❧s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ❛r❡ ❣r♦✉♥❞✳
❚❤❡ ♣❛rts ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❵←✬ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❤❡❛❞ ✭♦r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✮ ❛♥❞
t❤❡ ❜♦❞② ✭♦r ♣r❡♠✐s❡✮ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② ❜♦❞② ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐s❥✉♥❝t ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ✭✐✳❡✳✱ ❦❂✵✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢❛❝t✱
❛♥❞ t❤❡♥ ✐❢ ▲0 ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ✐t ❛s ❛ ❣r♦✉♥❞ ❢❛❝t✳
❆ ❢❛❝t ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ✇r✐tt❡♥ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ← ❛s✿
▲0✳
❲❤❡♥ k = 0✱ ❛♥❞ ▲0 = ⊥✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ r✉❧❡ ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✳
❚❤❡ ⊥s ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ s✐♠♣❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s r✉❧❡s
✇✐t❤ ❡♠♣t② ❤❡❛❞✱ ❛s ✐♥
← ▲1✱✳✳✳✱▲m✱ ♥♦t ▲m+1✱✳✳✳✱ ♥♦t ▲n
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✽ ❬✷✽❪ ▲❡t r ❜❡ ❛ r✉❧❡ ✐♥ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞✐♥❣ ♦❢ r ✐♥ L✱ ❞❡♥♦t❡❞
❜② ❣r♦✉♥❞✭ r✱ L✮✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ r✉❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ r ❜② ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❍❯L ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ r✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✾ ❬✷✽❪ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r s❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s❡t
♦❢ ❛❧❧ ❣r♦✉♥❞ r✉❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✳
✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✳ ❆
✈❛r✐❛❜❧❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡r✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦r ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r❝❛s❡ ❧❡tt❡r✱
✇❤✐❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠♦♥❛❞✐❝ ♦r s✐♥❣❧❡✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐t❡r❛❧s✱ ♥❛♠❡❧②
❧✐t❡r❛❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ t❡r♠✳ ❆ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❳ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢✱ ❢♦r ❡✈❡r②
❧✐t❡r❛❧ ♣ ∈ ❳✱ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❧✐t❡r❛❧ ✐s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❳✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠♦♥❛❞✐❝ ♦r s✐♥❣❧❡✲✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠✱
pn(Y )← a1(Y ), ..., ak(Y ), not b1(Y ), ..., not bm(Y ). ✭✷✳✶✮
Pr♦❣r❛♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ♠♦♥❛❞✐❝ ♦r s✐♥❣❧❡✲✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞♠♦♥❛❞✐❝ ♦r s✐♥❣❧❡✲
✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❛t ❛❧❧ ❛❧❧♦✇❡❞ r✉❧❡s ❛r❡ s❛❢❡✱
♥❛♠❡❧② ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛ r✉❧❡ ♦❝❝✉rs ✭❛❧s♦✮ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛❧❧ ❛❧❧♦✇❡❞
♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ s❛❢❡ ❛s t❤❡② ❝♦♥s✐st ♦❢ s❛❢❡ r✉❧❡s ♦♥❧②✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ✭✷✳✶✮ ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❨ ✭❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②
✉s❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❳ ✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❳✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦
r✉❧❡s
pn(Y )← a1(Y ), ..., ak(Y ), not b1(Y ), ..., not bm(Y ).
pn(Z)← a1(Z), ..., ak(Z), not b1(Z), ..., not bm(Z).
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥s✇❡r s❡ts ❛s ✐t ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ▲✐❢s❝❤✐t③ ❬✷✾❪ ✇✐t❤ ♠✐♥♦r
❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♣✉r♣♦s❡s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s
❛❜♦✈❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✵ ❬✷✾❪ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥s✇❡r s❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✜rst ❢♦r ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ❞♦
♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛s ❢❛✐❧✉r❡ ✭m = 0 ✐♥ ❡✈❡r② ✭✐♥st❛♥t✐❛t❡❞✮ r✉❧❡ ✭✷✳✶✮ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✮✳
▲❡t Π ❜❡ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ ❧❡t ❳ ❜❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❲❡ s❛② t❤❛t X ✐s ❝❧♦s❡❞
✉♥❞❡r Π ✐❢✱ ❢♦r ❡✈❡r② r✉❧❡ ✐♥ Π✱ ❍❡❛❞ ∩ ❳ 6= ∅ ✇❤❡♥❡✈❡r ❇♦❞② ⊆ ❳✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❳ ✐s ❛♥
❛♥s✇❡r s❡t ❢♦r Π ✐❢ ❳ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡ts ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r Π ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥✮✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
p; q,
¬r ← p ✭✷✳✷✮
❤❛s t✇♦ ❛♥s✇❡r s❡ts✿
{p,¬r}, {q}, ✭✷✳✸✮
■❢ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
← q ✭✷✳✹✮
✷✳✷✳ ❈❖▼P❯❚■◆● ▼❖❉❊▲❙ ✷✶
t♦ ✭✷✳✷✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡t ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤♦s❡ ♦♥❧② ❛♥s✇❡r s❡t ✐s t❤❡ ✜rst ♦❢ s❡ts ✭✷✳✸✮✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ r✉❧❡
¬q
t♦ ✭✷✳✷✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡t ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤♦s❡ ♦♥❧② ❛♥s✇❡r s❡t ✐s ④♣✱ ¬q✱ ¬r⑥✳
❚♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥s✇❡r s❡t t♦ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛s ❢❛✐❧✉r❡✱ t❛❦❡ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♣r♦❣r❛♠ Π✱ ❛♥❞ ❧❡t ❳ ❜❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t ΠX ♦❢ Π r❡❧❛t✐✈❡
t♦ ❳ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ r✉❧❡s
pn(consti)← a1(consti), ..., ak(consti).
❢♦r ❛❧❧ ✭✐♥st❛♥t✐❛t❡❞✮ r✉❧❡s ✭✷✳✶✮ ✐♥ Π s✉❝❤ t❤❛t ❳ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♦❢ ❜1✭❝♦♥sti✮✱ ✳✳✳ ✱
❜m✭❝♦♥sti✮ ✭✇❤❡r❡ ❝♦♥sti r❡♣r❡s❡♥ts ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❡✮✳ ❚❤✉s Π
X
✐s ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤♦✉t ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛s ❢❛✐❧✉r❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❳ ✐s ❛♥ ❛♥s✇❡r s❡t ❢♦r Π ✐❢ ❳ ✐s ❛♥
❛♥s✇❡r s❡t ❢♦r ΠX ✳
✷✳✷ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ▼♦❞❡❧s
✷✳✷✳✶ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦
▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ✐s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦✈❡r ❤✉❣❡ ❞❛t❛s❡ts ❬✸✵❪✳ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✐s
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ ♠❛♣ ❛♥❞ ❛ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡✱ ❛ s❡t ♦❢ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛♣ ❛♥❞
r❡❞✉❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ♣❡r❢♦r♠s ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣❡r❢♦r♠s ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✳
▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ♦✈❡r ❦❡②✴✈❛❧✉❡ ♣❛✐rs✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❡❛❝❤Map ❢✉♥❝t✐♦♥
r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❦❡②✴✈❛❧✉❡ ♣❛✐r ❛♥❞ ❡♠✐ts ❛ s❡t ♦❢ ❦❡②✴✈❛❧✉❡ ♣❛✐rs✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧❧ ❦❡②✴✈❛❧✉❡
♣❛✐rs ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣ ♣❤❛s❡ ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❜② t❤❡✐r ❦❡② ❛♥❞ ♣❛ss❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡✱ ❛ Reduce ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥✐q✉❡ ❦❡②✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳
▲❡t ✉s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✇♦r❞❝♦✉♥t ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ✇♦r❞✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡
Map ❛♥❞ Reduce ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛s ✐♥♣✉t✿
❉♦❝✶✿ ✏❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✳✑
❉♦❝✷✿ ✏❍❡❧❧♦ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳✑
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❉✉r✐♥❣ ♠❛♣ ♣❤❛s❡✱ ❡❛❝❤ ♠❛♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❣❡ts ❛s
✐♥♣✉t ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ Map ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①tr❛❝ts ✇♦r❞s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❡♠✐ts ♣❛✐rs ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ <✇✱ ✏✶✑> ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✇♦r❞ ✇ ♦❝❝✉rr❡❞ ♦♥❝❡ ✭✏✶✑✮✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs✿
✷✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❲♦r❞❝♦✉♥t ❡①❛♠♣❧❡✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❲♦r❞❝♦✉♥t ❡①❛♠♣❧❡
♠❛♣✭▲♦♥❣ ❦❡②✱ ❙tr✐♥❣ ✈❛❧✉❡✮ ✿
✴✴ ❦❡②✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t
✴✴ ✈❛❧✉❡✿ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧✐♥❡
❢♦r ❡❛❝❤ ✇♦r❞ ✇ ✐♥ ✈❛❧✉❡
❊♠✐t■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✭✇✱ ✏✶✑✮❀
r❡❞✉❝❡✭❙tr✐♥❣ ❦❡②✱ ■t❡r❛t♦r ✈❛❧✉❡s✮ ✿
✴✴ ❦❡②✿ ❛ ✇♦r❞
✴✴ ✈❛❧✉❡s ✿ ❧✐st ♦❢ ❝♦✉♥ts
✐♥t ❝♦✉♥t ❂ ✵❀
❢♦r ❡❛❝❤ ✈ ✐♥ ✈❛❧✉❡s
❝♦✉♥t ✰❂ P❛rs❡■♥t✭✈✮❀
❊♠✐t✭❦❡② ✱ ❝♦✉♥t✮❀
<❍❡❧❧♦✱ ✶>
<✇♦r❧❞✱ ✶>
<❍❡❧❧♦✱ ✶>
<▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱ ✶>
▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❣r♦✉♣✐♥❣✴s♦rt✐♥❣ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛t❡ ♣❛✐rs✿
<❍❡❧❧♦✱ <✶✱✶>>
<▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱ ✶>
<✇♦r❧❞✱ ✶>
❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ Reduce ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ s✉♠ ✉♣ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r
❡❛❝❤ ✇♦r❞ ❡♠✐tt✐♥❣ ❛ ♣❛✐r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
r❡❞✉❝❡r ✇✐t❤ ❦❡②✿
❍❡❧❧♦ ✇✐❧❧ ❡♠✐t <❍❡❧❧♦✱ ✷>
▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ✇✐❧❧ ❡♠✐t <▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱ ✶>
✇♦r❧❞ ✇✐❧❧ ❡♠✐t <✇♦r❧❞✱ ✶>
✷✳✷✳ ❈❖▼P❯❚■◆● ▼❖❉❊▲❙ ✷✸
❍❡r❡ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿
• ❈❛♥ ♣r♦❝❡ss ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❞❛t❛✳
• ❉❡✈❡❧♦♣❡r ✇r✐t❡s ❢❡✇ r♦✉t✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
• Pr♦✈✐❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥❝❡✳
❍❡r❡ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿
• ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❣❡♥❡r✐❝✱ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✜t t♦ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
• ◆♦t ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t r❡q✉✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❞❛t❛ ✇❤❡r❡ ♦♥❧②
❛ s♠❛❧❧ s✉❜s❡t ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣✳
• ❘❡❧✐❡s ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ ❍❉❋❙✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❤❡❛✈② ■✴❖ ♦✈❡r❤❡❛❞s✳
✷✳✷✳✷ ❖♣❡♥▼P
❖♣❡♥▼P✹ ✭❖♣❡♥ ▼✉❧t✐✲Pr♦❝❡ss✐♥❣✮ ✐s ❛♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Pr♦❣r❛♠ ■♥t❡r❢❛❝❡ ✭❆P■✮ t❤❛t ❤❛s
❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞ ✭❝♦♥❝✉rr❡♥t t❤r❡❛❞s ✇✐t❤✐♥
❛ ♣r♦❝❡ss✮ ❛♥❞ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✭♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧
t❤r❡❛❞s ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ s❤❛r❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r②✮✳ ❖♣❡♥▼P s✉♣♣♦rts ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ❈✱
❈✰✰ ❛♥❞ ❋♦rtr❛♥✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ♦✈❡r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❆P■ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠❛✐♥❧② t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ✭❛✮ ❈♦♠♣✐❧❡r ❉✐r❡❝t✐✈❡s✱ ✭❜✮ ❘✉♥t✐♠❡
▲✐❜r❛r② ❘♦✉t✐♥❡s✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈♦♠♣✐❧❡r ❞✐r❡❝t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❣✐♦♥✱ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❝♦❞❡ ♦r ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡
♦❢ t❤r❡❛❞s✱ ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤r❡❛❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❘✉♥t✐♠❡ ❧✐❜r❛r② r♦✉t✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
♠❛♥❛❣✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤r❡❛❞s✱ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦❝❦s✳
❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ r✉♥✲t✐♠❡ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s
❛♥❞ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤r❡❛❞s ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥❡st❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✺ s❤♦✇s ❤♦✇ ❖♣❡♥▼P ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈✴❈✰✰ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡
♣❛r❛❧❧❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r ❞✐r❡❝t✐✈❡ ✭★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r✐✈❛t❡✭t✐❞✮✮
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❝♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
r✉♥t✐♠❡ ❧✐❜r❛r② r♦✉t✐♥❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ✐❞ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❛❞ t❤❛t ✐s r✉♥♥✐♥❣
t❤❡ ❝♦❞❡ ✭♦♠♣❴❣❡t❴t❤r❡❛❞❴♥✉♠✭✮✮ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛ ✏❤❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✑ ♠❡ss❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡
♠❛st❡r t❤r❡❛❞ ✇❡ ❛❧s♦ r❡tr✐❡✈❡ ✭♦♠♣❴❣❡t❴♥✉♠❴t❤r❡❛❞s✭✮✮ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤r❡❛❞s✳ ❆♥ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦✉t♣✉t✱ ✉s✐♥❣ ✹ t❤r❡❛❞s✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❍❡❧❧♦ ❲♦r❧❞ ❢r♦♠ t❤r❡❛❞ ❂ ✵
❍❡❧❧♦ ❲♦r❧❞ ❢r♦♠ t❤r❡❛❞ ❂ ✸
◆✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s ❂ ✹
❍❡❧❧♦ ❲♦r❧❞ ❢r♦♠ t❤r❡❛❞ ❂ ✷
❍❡❧❧♦ ❲♦r❧❞ ❢r♦♠ t❤r❡❛❞ ❂ ✶
✹❤tt♣✿✴✴♦♣❡♥♠♣✳♦r❣✴✇♣✴
✺❤tt♣s✿✴✴❝♦♠♣✉t✐♥❣✳❧❧♥❧✳❣♦✈✴t✉t♦r✐❛❧s✴♦♣❡♥▼P✴
✷✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❖♣❡♥▼P ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❈✴❈✰✰
★✐♥❝❧✉❞❡ ❁♦♠♣✳❤❃
♠❛✐♥ ✭✮ ④
✐♥t ♥t❤r❡❛❞s✱ t✐❞❀
✴✯ ❋♦r❦ ❛ t❡❛♠ ♦❢ t❤r❡❛❞s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣r✐✈❛t❡ t✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✯✴
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r✐✈❛t❡✭t✐❞✮
④
✴✯ ❖❜t❛✐♥ ❛♥❞ ♣r✐♥t t❤r❡❛❞ ✐❞ ✯✴
t✐❞ ❂ ♦♠♣❴❣❡t❴t❤r❡❛❞❴♥✉♠✭✮❀
♣r✐♥t❢✭✧❍❡❧❧♦ ❲♦r❧❞ ❢r♦♠ t❤r❡❛❞ ❂ ✪❞❭♥✧✱ t✐❞✮❀
✴✯ ❖♥❧② ♠❛st❡r t❤r❡❛❞ ❞♦❡s t❤✐s ✯✴
✐❢ ✭t✐❞ ❂❂ ✵✮
④
♥t❤r❡❛❞s ❂ ♦♠♣❴❣❡t❴♥✉♠❴t❤r❡❛❞s✭✮❀
♣r✐♥t❢✭✧◆✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s ❂ ✪❞❭♥✧✱ ♥t❤r❡❛❞s✮❀
⑥
⑥ ✴✯ ❆❧❧ t❤r❡❛❞s ❥♦✐♥ ♠❛st❡r t❤r❡❛❞ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t❡ ✯✴
⑥
❍❡r❡ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ❖♣❡♥▼P ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿
• ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❝❛♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ❣r❛❞✲
✉❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳
• Pr♦❞✉❝❡❞ ❝♦❞❡ ✇♦r❦s ❜♦t❤ ✐♥ s❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r ❛❞❥✉st♠❡♥ts✳
• ❉❛t❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳
❍❡r❡ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ❖♣❡♥▼P ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿
• ❈❛♥ ♦♥❧② ✉t✐❧✐③❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳
• ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ♠❡♠♦r② ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
• ❉❡✈❡❧♦♣❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜✉❣s ❛♥❞ r❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✷✳✷✳✸ ▼P■
▼P■ ✭▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡✮ ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs ❛♥❞ ✉s❡rs ♦❢ ♠❡ss❛❣❡
♣❛ss✐♥❣ ❧✐❜r❛r✐❡s✻✳ ❚❤✉s✱ ▼P■ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❧✐❜r❛r② ✇❤✐❧❡ ♥♦t
❜❡✐♥❣ ❛ ❧✐❜r❛r② ✐ts❡❧❢✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✉s✐♥❣ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ▼P■ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ✐t ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② s❡tt✐♥❣s ❛s
✇❡❧❧✱ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♥♦✇❛❞❛②s ♦♥ ❡✐t❤❡r ♦r ❜♦t❤ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳
✻❤tt♣s✿✴✴❝♦♠♣✉t✐♥❣✳❧❧♥❧✳❣♦✈✴t✉t♦r✐❛❧s✴♠♣✐✴
✷✳✷✳ ❈❖▼P❯❚■◆● ▼❖❉❊▲❙ ✷✺
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ▼P■ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❈✴❈✰✰
★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
★✐♥❝❧✉❞❡ ❁♠♣✐✳❤❃
♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r ✯✯❛r❣✈✮
④
✐♥t ✐❡rr✱ ♥✉♠❴♣r♦❝s✱ ♠②❴✐❞❀
✐❡rr ❂ ▼P■❴■♥✐t✭✫❛r❣❝✱ ✫❛r❣✈✮❀
✴✯ ✜♥❞ ♦✉t ▼❨ ♣r♦❝❡ss ■❉✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss❡s ✇❡r❡ st❛rt❡❞✳ ✯✴
✐❡rr ❂ ▼P■❴❈♦♠♠❴r❛♥❦✭▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉✱ ✫♠②❴✐❞✮❀
✐❡rr ❂ ▼P■❴❈♦♠♠❴s✐③❡✭▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉✱ ✫♥✉♠❴♣r♦❝s✮❀
♣r✐♥t❢✭✧❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✦ ■✬♠ ♣r♦❝❡ss ✪✐ ♦✉t ♦❢ ✪✐ ♣r♦❝❡ss❡s❭♥✧✱ ♠②❴✐❞✱ ♥✉♠❴♣r♦❝s✮❀
✐❡rr ❂ ▼P■❴❋✐♥❛❧✐③❡✭✮❀
⑥
❱❛r✐♦✉s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❞r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ▼P■✳ ❆♠♦♥❣st ♦t❤❡rs✱
▼P■ ♣r♦✈✐❞❡❞ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❡❛s✐❡r ❛❝r♦ss ♣❧❛t❢♦r♠s✱ t❤✉s
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✼ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈ t❤❛t ✐s ✉s✐♥❣ ▼P■✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦
✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ▼P■ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭▼P■❴■♥✐t✭✫❛r❣❝✱ ✫❛r❣✈✮✮✱ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❣❡t t❤❡
✉♥✐q✉❡ ✐❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✭▼P■❴❈♦♠♠❴r❛♥❦✭▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉✱ ✫♠②❴✐❞✮✮ ❛♥❞ t❤❡
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ✭▼P■❴❈♦♠♠❴s✐③❡✭▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉✱ ✫♥✉♠❴♣r♦❝s✮✮✱
♦✉t♣✉t ❛ ✏❤❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✑ ♠❡ss❛❣❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ ▼P■ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
✭▼P■❴❋✐♥❛❧✐③❡✭✮✮✳ ❆♥ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦✉t♣✉t✱ ✉s✐♥❣ ✹ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✦ ■✬♠ ♣r♦❝❡ss ✸ ♦✉t ♦❢ ✹ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✦ ■✬♠ ♣r♦❝❡ss ✵ ♦✉t ♦❢ ✹ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✦ ■✬♠ ♣r♦❝❡ss ✷ ♦✉t ♦❢ ✹ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✦ ■✬♠ ♣r♦❝❡ss ✶ ♦✉t ♦❢ ✹ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❍❡r❡ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ▼P■ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿
• ❘✉♥s ♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♣❧❛t❢♦r♠s✳
• ❆♣♣❧✐❡s t♦ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳
• ❆❧❧♦✇s ❢♦r ✭❤❛r❞✇❛r❡✮ ❝♦st ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳
❍❡r❡ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ▼P■ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿
• ❙❡r✐❛❧ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡✳
• ❍❛r❞ t♦ ❞❡❜✉❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳
• ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦✳
✼❤tt♣✿✴✴❝♦♥❞♦r✳❝❝✳❦✉✳❡❞✉✴⑦❣r♦❜❡✴❞♦❝s✴✐♥tr♦✲▼P■✲❈✳s❤t♠❧
✷✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉
✷✳✷✳✹ ❳✶✵
❳✶✵ ❬✶✽❪ ✐s ❛ ♥❡✇ ♠✉❧t✐✲♣❛r❛❞✐❣♠ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ■❇▼✳ ■t s✉♣♣♦rts
t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ❛❞❞r❡ss s♣❛❝❡ ✭❆P●❆❙✮ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡rs✳ ■t ✉s❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ♣❧❛❝❡
❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t② ❛s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♥♦t✐♦♥s t♦ ❡①♣❧♦✐t ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❆
♣❧❛❝❡ ✐s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡
❤❛r❞✇❛r❡✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦r❡s ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ●P❯s✱ ♦r ❛♥ ❡♥t✐r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✳
❆❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ❧✐❣❤t✲✇❡✐❣❤t t❤r❡❛❞s t❤❛t r✉♥ ♦♥ ♣❧❛❝❡s✳ ❳✶✵ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦♥ ♣❧❛❝❡s
t♦ ❜❡st ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛❝❡s ✐s ❝♦♥st❛♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐❢❡✲
t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ❳✶✵ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛t ♣r♦❣r❛♠ st❛rt✉♣✳ ❆❝t✐✈✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ ❢♦r❦❡❞ ❛t ♣r♦❣r❛♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❋♦r❦✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣✱ ✇❤❡r❡✐♥
t❤❡ ♣❛r❡♥t r❡t✉r♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❢♦r❦❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❝♦♠♣❧❡t❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ♦r ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣✱ ✇❤❡r❡✐♥
t❤❡ ♣❛r❡♥t r❡t✉r♥s ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❛❢t❡r ❢♦r❦✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s
❝❛♥ ❜❡ ❢♦r❦❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ♦r ♦♥ ❛ r❡♠♦t❡ ♣❧❛❝❡✳
❳✶✵ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛rr❛② ✭❉✐st❆rr❛②✮ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❖♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❉✐st❆rr❛② ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡
♣❧❛❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❬✶✽❪✱ ❛♥❞ s✉❝❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ ♦r ♦♣❡r❛t❡❞ ♦♥
♠❡♠♦r② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐❢❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❳✶✵ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✿
✲ ❛t✭♣✮ ❙✿ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t ❡①❡❝✉t❡s st❛t❡♠❡♥t ❙ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❧❛❝❡ ♣✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t
❛❝t✐✈✐t② ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ✉♥t✐❧ ❙ ✜♥✐s❤❡s ❡①❡❝✉t✐♥❣ ♦♥ ♣✳
✲ ❛s②♥❝ ❙✿ ❛ ❝❤✐❧❞ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❢♦r❦❡❞ ❜② t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❝t✐✈✐t② r❡t✉r♥s
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✭♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣✮ ❛❢t❡r ❢♦r❦✐♥❣ ❙✳
✲ ❢✐♥✐s❤ ❙✿ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✇❛✐t ❢♦r ❛❧❧ ❛❝t✐✈✲
✐t✐❡s ❢♦r❦❡❞ ❜② ❙ t♦ t❡r♠✐♥❛t❡✳
❍❡r❡ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ❳✶✵ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿
• ❋❧❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❛s❦s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥✲
❝✉rr❡♥❝② ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ str❛t❡❣②✳
• ❈❛♥ ✉t✐❧✐③❡ ❜♦t❤ s❤❛r❡❞ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② s❡tt✐♥❣s✳
• ❆❧❧♦✇s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ✜t t♦ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠s✳
❍❡r❡ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ❳✶✵ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿
• ❉❡✈❡❧♦♣❡r ♥❡❡❞s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ♦♣❡r❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❞❛t❛ ❛♥❞ t❛s❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
• ▼❡♠♦r② ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠❛② ❧✐♠✐t s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳
• ❘❡q✉✐r❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✳
❈❤❛♣t❡r ✸
❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ♦♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡
❢♦❝✉s ♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❧♦❣✐❝s✳
❲❡ ❝❧❛ss✐❢② r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ✭❛✮ ❘❉❋✴❙ ✭❜✮ ❖❲▲✱ ❛♥❞
✭❝✮ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❖❲▲ ❛♥❞ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
▲♦❣✐❝s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ s❡♣❛r❛t❡❧② ❜② ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ✇♦r❦s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❖❲▲ r✉❧❡
s❡ts ✭s✉❝❤ ❛s ❖❲▲ ❍♦rst ❛♥❞ ❖❲▲ ✷❘▲✮ t♦ ❖❲▲✱ ❛♥❞ ✇♦r❦s ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝ ✭s✉❝❤ ❛s ALC ❛♥❞ SHN ✮ t♦ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✇♦r❦ ❝♦✈❡rs ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❧♦❣✐❝ ✭❡✳❣✳✱ ❜♦t❤ ❘❉❋❙ ❛♥❞ ❖❲▲
❍♦rst✮✱ t❤❡♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r✐❝ ❧♦❣✐❝✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✳
✸✳✶ ❘❉❋✴❙ ❘❡❛s♦♥✐♥❣
▲♦❣✐❝✿ ❘❉❋❙✳ ▼❛r✈✐♥ ✭▼❆ss✐✈❡ ❘❉❋ ❱❡rs❛t✐❧❡ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦✮ ❬✸✶❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦▼❛r✲
✈✐♥ ❬✸✷❪✮ ✐s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ♠❛ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❘❉❋ ❞❛t❛ ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❞✐✈✐❞❡✲❝♦♥q✉❡r✲s✇❛♣ str❛t❡❣②✱ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t ✐♥t♦ s✉❜s❡ts ✭❞✐✈✐❞❡✮✱ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✭❝♦♥q✉❡r✮ ❛♥❞ r❡♣❛rt✐t✐♦♥s
❞❛t❛ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ tr✐♣❧❡s ❛♠♦♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ✭s✇❛♣✮✳ ❈❧♦s✉r❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
✉t✐❧✐③✐♥❣ r❡❛s♦♥❡rs ❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❧✐❜r❛r②✱ ✇✐t❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡❞✱ s✐♥❝❡ tr✐♣❧❡s t❤❛t ♠❛② ❡♠✐t ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛r❡ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❝♦❧❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
♥♦❞❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦✈❡r❤❡❛❞s t❤❡ s②st❡♠
s✉♣♣♦rts ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♠♦✈❛❧✳
▼❛r✈✐♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✇✐t❤ ❡✣❝✐❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭tr✐♣❧❡s
❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ r❛♥❞♦♠❧② ❛♠♦♥❣ ♥♦❞❡s✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❜✉t ✐s
❤✐❣❤❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t s✐♥❝❡ tr✐♣❧❡s ❛♣♣❡❛r ♦♥ r❛♥❞♦♠ ♥♦❞❡s✱ t❤✉s ♣♦st♣♦♥✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❖♥
t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭tr✐♣❧❡s ❛r❡ r❡❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥♦❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
✷✼
✷✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑
t♦ t❤❡✐r ❦❡②✮ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❛s tr✐♣❧❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
♥♦❞❡✱ ❜✉t ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❤✐❣❤❧② ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇♦r❦❧♦❛❞s ❢♦r s❦❡✇❡❞ ❞❛t❛s❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❙♣❡❡❞❉❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✇❛♣s tr✐♣❧❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ♥♦❞❡s✱
t❤✉s ♣♦♣✉❧❛r ❦❡②s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s✳ ❚r✐♣❧❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥
❛ r❡str✐❝t❡❞ s✉❜s❡ts ♦❢ ♥♦❞❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳
❆✉t❤♦rs st✉❞✐❡❞ ✈❛r✐♦✉s ♠❡tr✐❝s ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡❛❧ ✇✐t❤
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡♠s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ✈❛r✐♦✉s ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♥♦❞❡s
❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ r❡❝❛❧❧✱ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ s②s✲
t❡♠ s✉r♣❛ss❡s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ s❤♦✇✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✉t✐✲
❧✐③❡ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♣❡r
♥♦❞❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ sq✉❛r❡ r♦✉t❡ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛✉✲
t❤♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ r❡❛❧ ❘❉❋ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s s❤♦✇♥ t♦ s❝❛❧❡ t♦ ✉♣ t♦ ✻✹
♥♦❞❡s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ✉♣ t♦ ✶✹✳✾▼ tr✐♣❧❡s✳ ▼❛r✈✐♥ s❤♦✇s s✉❜❧✐♥❡❛r s♣❡❡❞✉♣s ✇❤✐❧❡
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❜❡tt❡r ✇❤❡♥ ❧♦✇ t♦❧❡r❛♥❝❡ t♦ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✳
▲♦❣✐❝✿ ❘❉❋❙✳ ❑♦t♦✉❧❛s ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ ❞❛t❛ ❢♦❧❧♦✇s
❤✐❣❤❧② s❦❡✇❡❞ t❡r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ t❡r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣♦s❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r
♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ s✐♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇♦r❦✲
❧♦❛❞s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡✈❡♥ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ❛ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐ss✉❡
❢♦r t❡r♠✲❜❛s❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ tr✐♣❧❡s t❤❛t s❤❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ t❡r♠s ❛r❡ ❝♦❧❧♦✲
❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ♥❡✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❇② ❛♥❛❧②③✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛s❡ts✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❞❛t❛s❡ts t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r t❡r♠ ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✉♣ t♦ ✺✺✪ ♦❢ ❛❧❧ tr✐♣❧❡s ✐♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r t❡r♠ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❞✐r❡❝t❡❞
t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr✐♣❧❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥
❝❛s❡ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r t❡r♠ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ✶✵✪✲✷✵✪ ♦❢ tr✐♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t t❤❡♥ ♦♥❧②
❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ✺✲✶✵① ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ♥♦❞❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ❢✉rt❤❡r
s♣❡❡❞✉♣✳
❚❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡r♠✲❜❛s❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦st
♣♦♣✉❧❛r t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ tr✐♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✱ ♣r♦✲
✈✐❞✐♥❣ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞ s♣❡❡❞❞❛t❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤❡r❡ tr✐♣❧❡s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r t❡r♠s ♦✈❡r ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❡r♠✲
❜❛s❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙♣❡❡❞❞❛t❡ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❞❡❝✐❞❡s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧② ✇❤✐❝❤ tr✐♣❧❡s t♦ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤✉s✱ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✭r❡❣✐♦♥s✮ ❡♠❡r❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❡r♠s ✐♥
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t r❡q✉✐r✐♥❣ ♥♦ ✉♣❢r♦♥t ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✉❝❤ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❡❧❛st✐❝
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❧❛r❣❡r ❢♦r ♣♦♣✉❧❛r t❡r♠s✱ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡
♥♦ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❡❞❞❛t❡ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ▼❛r✈✐♥ ❬✸✶❪ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❱❛r✐♦✉s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❝❤
✸✳✶✳ ❘❉❋✴❙ ❘❊❆❙❖◆■◆● ✷✾
❛s ❥♦✐♥s✱ ♣r♦❞✉❝❡❞ tr✐♣❧❡s✱ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ❉❛t❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❛s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ❥♦✐♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦✐♥s
♣❡r s❡❝♦♥❞s✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜♦t❤ ❧♦❝❛❧
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭tr✐♣❧❡s ✇✐t❤ s❛♠❡ t❡r♠s ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ st♦r❛❣❡ ❢♦r ❥♦✐♥s✮ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞❞❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❥♦✐♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❛s t❡st❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❦❡②s
❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❡r♠s✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❤♦✇❡✈❡r ❥♦✐♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳ ❚❤❡
s②st❡♠ s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ✉♣ t♦ ✻✹ ♥♦❞❡s ❢♦r ✐♥♣✉ts ♦❢ ✉♣ t♦ ✶✾✺▼
tr✐♣❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛✉t❤♦rs ❡♥s✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❤✐❧❡
r❡❛❝❤✐♥❣ ❧♦❛❞✲❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ r❛♥❞♦♠ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳
▲♦❣✐❝✿ ❘❉❋❙✳ ●♦♦❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✹❪ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❡♥❝♦❞✲
✐♥❣✱ ❘❉❋❙ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙P❆❘◗▲ q✉❡r② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❈r❛② ❳▼❚ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r✳
❈r❛② ❳▼❚ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❜s♦r❜ ♠❡♠✲
♦r② ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❧❛t❡♥❝②✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥✲♠❡♠♦r② ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❘❉❋❙ tr✐♣❧❡s ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ✻✹✲❜✐t ✐♥t❡❣❡rs✱ t❤✉s
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ str✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t ❘❉❋❙
tr✐♣❧❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❡✐t❤❡r ◆✲❚r✐♣❧❡s ♦r ◆✲◗✉❛❞s ❢♦r♠❛t✳ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s
❤✐❣❤❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣❞❛t❡s t♦ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳
❋✐♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ tr✐♣❧❡s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❢r♦♠
❡❛❝❤ ✉♥✐q✉❡ str✐♥❣ t♦ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡✳
❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥✲♠❡♠♦r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✉t✐❧✐③❡❞ ❢♦r ❘❉❋❙ ❝❧♦✲
s✉r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❘❉❋❙ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸✺❪✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧t❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤
♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤❛s❤ ❦❡② ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❡❛❝❤ s❧♦t ✭✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❢r❡❡ s❧♦ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❦❡② ✈❛❧✉❡✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❘❉❋❙
r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛s❡t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ q✉❡✉❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥
♠❛t❝❤✐♥❣ tr✐♣❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ r✉❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ♠❡♠♦r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❘❉❋❙ ❝❧♦s✉r❡ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❙P❆❘◗▲ q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ❙♣r✐♥❦❧❡ ❙P❆❘◗▲ ✐s
✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣ ❣r❛❞✉✲
❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s ♠❛t❝❤✐♥❣ tr✐♣❧❡s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
r❡s✉❧ts✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❝❛❧❡ ✉♣ t♦ ✺✶✷ ♣r♦❝❡ss♦rs
✇❤✐❧❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✷✵ ❜✐❧❧✐♦♥ tr✐♣❧❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥✲♠❡♠♦r② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈r❛② ❳▼❚ s✉♣❡r❝♦♠✲
♣✉t❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇❛s t❡st❡❞ ♦♥ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ✉♣ t♦ ✶✻✳✺ ❜✐❧❧✐♦♥
tr✐♣❧❡s✱ ❝♦♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❛t✐♦ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✸✳✷ t♦ ✹✳✹✱ ❛♥❞ s♣❡❡❞✉♣s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠
✷✳✹ t♦ ✸✳✸✳ ❘❉❋❙ ❝❧♦s✉r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✷✵✳✶ ❜✐❧❧✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ tr✐♣❧❡s✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ✹✵✪ ❧❡ss ♠❡♠♦r②
❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✶✶✪ t♦ ✸✸✪ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✇✐t❤ s♣❡❡❞✉♣s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✻
t♦ ✾✱ ✇❤❡r❡✳ ❙P❆❘◗▲ q✉❡r✐❡s s❤♦✇❡❞ s♣❡❡❞✉♣s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✹✳✸ t♦ ✷✽ ❢♦r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
✸✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑
q✉❡r✐❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛✉t❤♦rs ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❙♣r✐♥❦❧❡ ❙P❆❘◗▲ ❞♦ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠
✇❡❧❧ ❢♦r s✐♠♣❧❡ q✉❡r✐❡s ❛s ✐t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❚❤✉s✱ ❙♣r✐♥❦❧❡ ❙P❆❘◗▲
❞✐❞ ♥♦t ♠❛♥❛❣❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❢♦r s✐♠♣❧❡ q✉❡r✐❡s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡❞ ♣r♦❝❡ss♦rs✱
t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t✐♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳
▲♦❣✐❝✿ ❘❉❋❙✳ ❲❡❛✈❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❉❋❙ ❝❧♦s✉r❡
✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡ ✭▼P■✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆
s♣❡❝✐❛❧ s✉❜s❡t ♦❢ r✉❧❡s ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ♥❛♠❡❧② r✉❧❡s t❤❛t ♠❛t❝❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥❛❧ ✭✐♥st❛♥❝❡✮
tr✐♣❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❜② ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭s❝❤❡♠❛✮ tr✐♣❧❡s✳ ❙✉❝❤ r✉❧❡s
❛❧❧♦✇ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✇❤❡r❡ ✐♥st❛♥❝❡ tr✐♣❧❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥s
✇❤✐❧❡ s❝❤❡♠❛ tr✐♣❧❡s ❛r❡ ❝♦♣✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❘✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥❡✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✇❡r❡
❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❢✉rt❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣r♦✈❡❞
t♦ ❜❡ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐♥❝❡ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❘❉❋❙ r✉❧❡s ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ❢♦r t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❘❉❋❙ ✐♥❢❡r❡♥❝✐♥❣ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡
✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❘❉❋❙ ❝❧♦s✉r❡✳
❉❛t❛ ❛r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❡✈❡♥❧② ❛❝r♦ss ♣r♦❝❡ss❡s r❡q✉✐r✐♥❣ ♥♦ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤
♣r♦❝❡ss r❡❝❡✐✈❡s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t ✇❤✐❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♣✉t
❢♦r♠❛t✱ ♥❛♠❡❧② tr✐♣❧❡s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ◆✲tr✐♣❧❡s ❢♦r♠❛t ✭✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ tr✐♣❧❡ ✐♥ ❛
✏s✉❜❥❡❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦❜❥❡❝t✑ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❇❧❛♥❦ ♥♦❞❡s ♣♦s❡ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞
s❡tt✐♥❣ ❛s t❤❡② ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r❛♣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ❜❧❛♥❦ ♥♦❞❡s ✐♥t♦ ❯❘■s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r r✉❧❡s t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ❜❧❛♥❦ ♥♦❞❡s
❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❛ ❯❘■ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐t❡r❛❧✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈ ✇❤❡r❡ ▼P■ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ■✴❖ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r♦❝❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭✇❤❡♥
r❡❛❞✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡ tr✐♣❧❡s✮✳ ❘✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❈ ❧✐❜r❛r✐❡s ❢♦r ✐♥✲♠❡♠♦r②
❘❉❋ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ q✉❡r② ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❝❡ tr✐♣❧❡s ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥t♦ ♠❡♠♦r②✱ ❡❛❝❤ r✉❧❡
✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❛ ❙P❆❘◗▲ q✉❡r②✳ ❊❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡s ✐ts ♦✇♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
✇✐t❤ ♥♦ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛s ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ♦✉t♣✉ts ✐ts
❞❡r✐✈❛t✐♦♥s t♦ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✜❧❡✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ✉♣ t♦ ✶✷✽ ♣r♦❝❡ss❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ ✉♣ t♦ ✸✹✺▼ tr✐♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝✲
✐♥❣ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣❧❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦✈❡r❛❧❧ r✉♥t✐♠❡s✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t✱ ❢♦r s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✱ t❤❡
s♣❡❡❞✉♣ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢♦r ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r✲
❤❡❛❞✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t
♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❛s ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r
♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✭✐♥✐t✐❛❧❧②
s✉♣❡r✲❧✐♥❡❛r✮ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❢❛❧❧s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♣②✐♥❣
s❝❤❡♠❛ tr✐♣❧❡s t♦ ❛❧❧ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s s✐♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡
✸✳✶✳ ❘❉❋✴❙ ❘❊❆❙❖◆■◆● ✸✶
s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❜② ❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s
s❡❡♠s t♦ ❤❛❧✈❡✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡s ❜② ❡①❝❧✉❞✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ r✉❧❡s
t❤❛t r❡s✉❧t ✐♥ tr✐✈✐❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s✳
▲♦❣✐❝✿ ρ❞❢✳ ❍❡✐♥♦ ❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪ st✉❞② ❘❉❋❙ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❘❉❋❙ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ρ❞❢ ✈♦❝❛❜✉❧❛r②✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♣❛r❛❧❧❡❧
r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ●P❯s ✭●r❛♣❤✐❝s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐ts✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❖♣❡♥❈▲
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❖♣❡♥❈▲ ✉s✐♥❣ ❈P❯s ✐s
st✉❞✐❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜♦t❤ ♦♥ ●P❯s ❛♥❞ ❈P❯s✳
■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❘❉❋❙ ❞❛t❛s❡t ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ✻✹✲❜✐t ✐♥t❡❣❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r
s✐♠♣❧❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ s♣❡❡❞✉♣ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❢❛st ✐♥t❡❣❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ❛♥❞
❞❛t❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s r❡q✉✐r❡❞ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❉❛t❛ ❛r❡ st♦r❡❞ ❛♥❞ ✐♥❞❡①❡❞
✐♥t❡r♥❛❧❧② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ tr✐♣❧❡s✳ ❆ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱
❡♥s✉r✐♥❣ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❢❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✐♥ s❡✈❡r❛❧
♣❛ss❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛ss❡s✳ Pr✐♦r t♦ ❛ r✉❧❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s✉❧ts ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❜✉✛❡rs ✐♥ ❖♣❡♥❈▲ ♠✉st
❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✳ ❚❤✉s✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ♣❛ss❡s ❢♦r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ✜rst ♣❛ss ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡s ♥❡✇ tr✐♣❧❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s♣❛❝❡ ✐♥
t❤❡ r❡s✉❧t ❜✉✛❡rs✳
■t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♦✈❡r
t❡♥ t✐♠❡s ♠♦r❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s t❤❛♥ ✉♥✐q✉❡ tr✐♣❧❡s✳ ❚❤✉s✱ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❞❡✈✐s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ r❡❞✉❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ str❛t❡❣②✳ ●❧♦❜❛❧ str❛t❡❣② ♣r❡✈❡♥ts
❞✉♣❧✐❝❛t❡s t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r✉❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜② ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣❧♦❜❛❧ str❛t❡❣② ✐s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ t❤❡ ●P❯ ✐ts❡❧❢ ❜✉t s❡r✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❤♦st✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧♦❝❛❧ str❛t❡❣②
♣r❡✈❡♥ts ❞✉♣❧✐❝❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡ ✭♥♦t❡ t❤❛t
❡❛❝❤ r✉❧❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✮✳ ❚❤✉s✱ s✉❝❤ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ●P❯ ♣r✐♦r
t♦ ❝♦♣②✐♥❣ ♥❡✇❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s t♦ t❤❡ ❤♦st✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧❧② ✉t✐❧✐③❡
t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ●P❯✱ ❛✉t❤♦rs ♦♣t✐♠✐③❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤
t❤r❡❛❞ ✐s ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡s ❛t ♠♦st ♦♥❡ tr✐♣❧❡✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r ✈❛r✐✲
♦✉s ❞❛t❛s❡t s✐③❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✉s❡❞ ❝♦r❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❞✉♣❧✐❝❛t❡
r❡♠♦✈❛❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ❆✉t❤♦rs ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ♦♥ t✇♦
t❡sts s❤♦✇✐♥❣ s♣❡❡❞✉♣s ♦❢ ✷✳✻ ❛♥❞ ✾✳✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐s t❡st❡❞✱ ✉s✲
✐♥❣ ❈P❯s✱ ♦✈❡r ✈❛r✐♦✉s s✉❜s❡ts ♦❢ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡ts ✭s❝❛❧✐♥❣ ❞❛t❛s❡t s✐③❡✮ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡rs
♦❢ ❝♦♠♣✉t❡ ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✉♣ t♦ ✶✻ ❝♦♠♣✉t❡ ✉♥✐t ✇❤✐❧❡ ❢♦r ✸✷ ❝♦♠♣✉t❡
✉♥✐ts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✈❡r ●P❯s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ t❡st ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ r❡♠♦✈❛❧ str❛t❡✲
❣✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ t❡st❡❞ ❞❛t❛s❡ts✱ ❧♦❝❛❧ str❛t❡❣② ♣r♦✈✐❞❡s ♦✈❡r ✶✵✪ s♣❡❡❞✉♣ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝❧♦s✉r❡
t✐♠❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❜② ✉♣ t♦ ✶✸ t✐♠❡s✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤
✸✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑
str❛t❡❣✐❡s ♣r♦✈✐❞❡s ❧❡ss s♣❡❡❞✉♣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛t❡❣②✱ ❜✉t r❡❞✉❝❡s ❢✉rt❤❡r t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛s❡ts✱ ❣❧♦❜❛❧ str❛t❡❣② ❞♦❡s ♥♦t
♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② s♣❡❡❞✉♣ ✇❤✐❧❡ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✪✳
▲♦❣✐❝✿ ❘❉❋❙✳ ✹sr ❬✸✽❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ✹sr ❬✸✾❪ ❛♥❞ ✹s✲r❡❛s♦♥❡r ❬✹✵❪✮ ✐s ❛ t♦♦❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r❡❞ ❘❉❋ tr✐♣❧❡ st♦r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✹st♦r❡ ❬✹✶❪✳ ❚✇♦ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡
❞✐s❝✉ss❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣ ✇❤❡r❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♣r✐♦r t♦ ❛♥② q✉❡r② ✐s
s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s st♦r❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✐♠♣r♦✈❡❞
q✉❡r② r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❞❛t❛ ✇❤✐❧❡ ❛♥② ✉♣❞❛t❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❧♦s✉r❡✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✹rs ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❞✉r✐♥❣ q✉❡r② t✐♠❡ t❤✉s ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ♦♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❧♦♥❣❡r
q✉❡r② r❡s♣♦♥s❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣✳ ✹rs s✉♣♣♦rts r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡▼✐♥✐♠❛❧ ❘❉❋❙ s❡♠❛♥t✐❝s
❜② ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ✹st♦r❡ ❛♥❞ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥t♦ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡t✉r♥s ❛❧❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ tr✐♣❧❡s✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥st❛♥❝❡ tr✐♣❧❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t
❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝r♦ss st♦r❛❣❡ ♥♦❞❡s✳ ❆✉t❤♦rs st✉❞② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡▼✐♥✐♠❛❧
❘❉❋❙ s❡♠❛♥t✐❝s r✉❧❡s✱ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ ❝❤❛✐♥ tr❡❡✳ ■t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❡❛❝❤ r✉❧❡✱ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣r❡♠✐s❡ ♠❛t❝❤❡s ✐♥st❛♥❝❡ tr✐♣❧❡s ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣r❡♠✐s❡s ♠❛t❝❤
s❝❤❡♠❛ tr✐♣❧❡s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡t❛✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛ttr✐❜✉t❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❞
✭q✉❡r② ♠❛t❝❤✐♥❣✮ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✹st♦r❡✱ ♥❛♠❡❧② ❜✐♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠✉st r✉♥ ♦♥ ❡❛❝❤ st♦r❛❣❡
♥♦❞❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤✉s✱ ❜② r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❛ tr✐♣❧❡s ✐♥ ❡❛❝❤ st♦r❛❣❡ ♥♦❞❡✱ ❜✐♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦♣② ♦❢
s❝❤❡♠❛ ❝❧♦s✉r❡✱ s❝❤❡♠❛ tr✐♣❧❡s ❛r❡ st♦r❡❞ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♥♦❞❡ ❝❛❧❧❡❞ ❘❉❋❙
❙②♥❝✱ ✇❤✐❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❡s t❤❡ s❝❤❡♠❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❝r♦ss ❛❧❧ st♦r❛❣❡ ♥♦❞❡s✳ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜✐♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❜✐♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡t✉r♥s
❜♦t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ✭❡①✐st✐♥❣✮ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ✭❡♥t❛✐❧❡❞✮ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✉r✐♥❣ q✉❡r② t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇
❜✐♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ r✉❧❡s ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❣r❛♣❤s✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ❜✐♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳
❚❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ❞❛t❛ s✐③❡ ✭❢r♦♠ ✶✸▼ t♦ ✶✸✽▼ tr✐♣❧❡s✮✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ✇♦r❦ ❬✹✵❪ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✹rs
t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❙P❆❘◗▲ q✉❡r✐❡s ♦✈❡r ❞❛t❛s❡t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✉♣ t♦ ✺✵✵▼ tr✐♣❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t✇♦
s❡t✲✉♣s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ♥❛♠❡❧② ❛ s❡r✈❡r ❛♥❞
❛ ❝❧✉st❡r s❡t✲✉♣✳ ■t ✐s r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t✱ ❞✉r✐♥❣ ❞❛t❛ ❛ss❡rt✐♦♥✱ ✹rs ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♦✈❡r❤❡❛❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✹st♦r❡ s✐♥❝❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ❞❡❢❡rr❡❞ t♦ q✉❡r② t✐♠❡✳ ❙❡r✈❡r s❡t✲✉♣
s❤♦✇s ❣♦♦❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡❞ s❡❣♠❡♥ts ✐s ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦r❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❜✐♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rs❡ ✇❤❡♥
❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ r❛♥❣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡r✈❡r ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rs❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st
t❡st❡❞ ❞❛t❛s❡t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝❧✉st❡r s❡t✲✉♣ s❤♦✇❡❞ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛s ✐t ♠❛♥❛❣❡s
■✴❖ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ✉s❡❞ ❞❛t❛s❡ts✱ ❝❧✉st❡r r❡❛❝❤❡❞ ♦♣t✐♠❛❧
✸✳✷✳ ❖❲▲ ❘❊❆❙❖◆■◆● ✸✸
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❢♦r ✉♣ t♦ ✸✷ s❡❣♠❡♥ts✱ ❢♦r q✉❡r✐❡s t❤❛t
r❡q✉✐r❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ r❛♥❣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳
▲♦❣✐❝✿ ❘❉❋❙✳ ❙tr❡❛♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❘❉❋ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❈✲❙P❆❘◗▲ q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣✱
✉s✐♥❣ ❨❛❤♦♦ ❙✹✱ ✐s st✉❞✐❡❞ ❜② ❍♦❡❦s❡♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✹✷❪✳ ❆✉t❤♦rs ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❛✐✈❡ ❘❉❋❙
r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦✈❡r ❙✹ ❛♥❞ ♣♦✐♥t ♦✉t s❡✈❡r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐ss✉❡s✳ ❙✉❝❤ ✐ss✉❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ st♦r❡❞ tr✐♣❧❡s ❛♥❞ ❥♦✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✲
♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❘❉❋❙
r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱
❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐q✉❡ tr✐♣❧❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡ ❘❉❋❙ r✉❧❡s✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✈❡♥t✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s②st❡♠ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t❡s ✉♥❞❡r
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t s❝❤❡♠❛ ❞❛t❛ ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥st✐t✉t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
str❡❛♠✳
❘❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❢❡❡❞s tr✐♣❧❡s t♦ ❈✲❙P❆❘◗▲ q✉❡r② ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❈✲❙P❆❘◗▲ q✉❡r✐❡s
❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts
♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ q✉❡r②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛✉t❤♦rs ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✐♥❞✲
✐♥❣s ❢♦r ♠❛t❝❤❡❞ q✉❡r② ♣❛tt❡r♥s✱ ♣❡r❢♦r♠ ❥♦✐♥s ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ q✉❡r②✱ ✜❧t❡r ✐♥❝♦♠✐♥❣
❜✐♥❞✐♥❣s ❛♥❞ ❡♠✐t t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r♠❛t✳ ❆✉t❤♦rs ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ t✇♦
t②♣❡s ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❈✲❙P❆❘◗▲✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❝♦♠♣r✐s❡s ♦❢ ❡✐t❤❡r ❛ ✜①❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣❧❡s ♦r ❛ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ tr✐♣❧❡s ❛r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ str❡❛♠✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ♠❛❝❤✐♥❡s ❛s
❛❧❧ ♠❛❝❤✐♥❡s r✉♥ ✉s✐♥❣ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ t✐♠❡r✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛s
✐t r❡q✉✐r❡s ♣r❡❝✐s❡ tr✐♣❧❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❡tt✐♥❣✳ ❚r✐♣❧❡s t❤❛t ❡♥t❡r t❤❡ s②st❡♠
❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ t✐♠❡st❛♠♣ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣✐r❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✇❤✐❧❡ tr✐♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛❣❛✐♥
❛❢t❡r t❤❡✐r ❡①♣✐r❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡st❛♠♣s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛✉t❤♦rs
❞❡s❝r✐❜❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t s✉♣♣♦rt ❛❣❣r❡❣❛t❡s s✉❝❤ ❛s ❙❯▼✱ ❆❱●✱ ❈❖❯◆❚✱ ▼■◆
❛♥❞ ▼❆❳✳
❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ♠❡tr✐❝s✱ ♥❛♠❡❧② ♠❛①✐♠✉♠ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐♥ t❡r♠s ♦❢
tr✐♣❧❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞ ✭✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt❡❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ✶✻✵✳✵✵✵ tr✐♣❧❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✮ ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♥♦❞❡s✳ ❲❤❡♥ ♥♦ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ q✉❡r②
♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛♥② ❣✐✈❡♥ tr✐♣❧❡ ✭♣❛sst❤r♦✉❣❤ q✉❡r②✮✱ ❤✐❣❤ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❡✈❡♥
✇✐t❤ ✸ ♥♦❞❡s s❤♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❘❉❋❙ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦✈❡r t❤❡ ♣❛sst❤r♦✉❣❤ q✉❡r②✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s s❤♦✇❡❞ t♦ s❝❛❧❡ ✉♣ t♦ ✽ ♥♦❞❡s✱ ❜✉t ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r
✇❤② ❧✐♥❡❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥♦t r❡t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✶✻ ❛♥❞ ✸✷ ♥♦❞❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t✇♦ q✉❡r✐❡s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡r❡ ♥♦ ❘❉❋❙ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❋♦r ❜♦t❤ q✉❡r✐❡s ❧✐♥❡❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s
r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ✉♣ t♦ ✽ ❝♦♠♣✉t❡ ♥♦❞❡s✳
✸✳✷ ❖❲▲ ❘❡❛s♦♥✐♥❣
▲♦❣✐❝✿ ❖❲▲ ❍♦rst✳ ❙♦♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✹✸❪ st✉❞✐❡❞ ❤♦✇ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❖❲▲ ❍♦rst ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
✸✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑
❜❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇♦r❦❧♦❛❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st♦r❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❛t❡r✐✲
❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞✱ ♥❛♠❡❧② r✉❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛t❛
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❘✉❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡ s❡t✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥
t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ r✉❧❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❡r
r✉❧❡ ✭❛♥❞ ♥♦❞❡✮ ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ s❡t ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r r✉❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇♦r❦❧♦❛❞ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❞❛t❛ ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✉❜s❡ts ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s✉❜s❡t ❜❡✐♥❣ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛
♥♦❞❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♥♦❞❡s✳
❆✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❡rt❛✐♥ ♠❡tr✐❝s t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞
❛♥ ❡q✉❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ✜♥✐s❤ t❤❡✐r ✇♦r❦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱
t❤✉s ♥♦ ♣r♦❝❡ss♦r r❡♠❛✐♥s ✐❞❧❡ ✭✇❛st✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✮✳ Pr♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞
❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤✉s ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦rs✱
♥❛♠❡❧② ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♦♣t✐✲
♠❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❡❛❝❤ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤✉s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❙♣❡❡❞ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛st
✭s♣❡❡❞✮ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ s❝❛❧❡ ✭s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✮ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s ♦✈❡r P✷P ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❏❡♥❛ r❡❛s♦♥❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❜♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❖❲▲ ❍♦rst
❝❧♦s✉r❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ♦✈❡r ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ tr✐♣❧❡s✳ ❋♦r ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛✉t❤♦rs ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❣r❛♣❤
✭❞❛t❛s❡t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❣r❛♣❤✮✱ ❤❛s❤ ❜❛s❡❞ ✭❞❛t❛ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♥♦❞❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛
❣✐✈❡♥ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ✭❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞♦♠❛✐♥ ✐s t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✮ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❘❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥✐♥❣ ❤❛✈❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s t❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❛
♥❛✐✈❡ ❤❛s❤ ❜❛s❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠s ❜❛❞❧② ❞✉❡ t♦ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ❋♦r r✉❧❡ ❜❛s❡❞
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❛✉t❤♦rs ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✉s❡❞ r✉❧❡ s❡ts ✇❡r❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥❧② ❛
s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s s✉❜✲❧✐♥❡❛r ❜✉t
♠♦♥♦t♦♥✐❝ s♣❡❡❞✉♣s✳
▲♦❣✐❝✿ ❖❲▲ ❍♦rst✳ ❯r❜❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✹✹❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❲❡❜P■❊ ❬✹✺✱ ✹✻❪✮ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ❘❉❋❙ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❘❉❋❙ r✉❧❡ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠❛♣ ❛♥❞
r❡❞✉❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✜①♣♦✐♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❛❧❧ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
✉♥t✐❧ ♥♦ ♥❡✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉✛❡rs ❢r♦♠ s❤♦rt❝♦♠✲
✐♥❣s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ r❡♣❡t✐t✐✈❡
r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♣❡❡❞✉♣ t❤❡
r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❋✐rst✱ ❛✉t❤♦rs ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t s❝❤❡♠❛ tr✐♣❧❡s ❛r❡ ❢❛r ❧❡ss ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
✐♥st❛♥❝❡ tr✐♣❧❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉s✐♥❣
▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❡r♠✲❜❛s❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ s❡✈❡r❛❧ t❡r♠s ♦❢ ❛ tr✐♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞
t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛✉t❤♦rs ❞❡❛❧
✸✳✷✳ ❖❲▲ ❘❊❆❙❖◆■◆● ✸✺
✇✐t❤ ✜①♣♦✐♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❢♦r r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t r❡q✉✐r❡s
❛ s✐♥❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ r✉❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❘❉❋❙ ❝❧♦s✉r❡✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇❤❡r❡ ❘❉❋❙ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜s✳ ❋✐rst❧②✱ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐q✉❡ ✽✲❜②t❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ✇❤✐❧❡ s❝❤❡♠❛ tr✐♣❧❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞
❛s ✇❡❧❧✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠✱ ❢♦✉r ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜s
✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❘❉❋❙ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✜rst ❥♦❜ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ r✉❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
s✉❜✲♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✇s t❤❛t ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❥♦❜✱ ♠♦r❡ t❤❛t ♦♥❡ r✉❧❡s
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② t❤❡ ❦❡② ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s❝❤❡♠❛ tr✐♣❧❡s ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② ❢♦r ❡✈❡r② ❥♦❜ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❥♦✐♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❥♦❜ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s ❢♦r ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡
t❤✐r❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❥♦❜ ❛♣♣❧② ❛ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ r✉❧❡s ❢♦r s✉❜✲❝❧❛ss ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t r✉❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ❥♦✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛s t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t✳
❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❛❞♦♦♣ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆✉t❤♦rs ✉s❡❞ s❡✈❡r❛❧ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛s❡ts
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❘❉❋❙ r❡❛s♦♥✐♥❣ s❤♦✇s
❣♦♦❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ✉♣ t♦ ✻✹ ♥♦❞❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✻ ♥♦❞❡s ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❍❛❞♦♦♣ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✭❡❛❝❤ ♠❛♣ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ s✉❜s❡ts ♦❢
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t✮✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥♣✉t t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✽✻✺▼
tr✐♣❧❡s✱ ✸✵❇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ✽✳✼✼ ♠✐❧❧✐♦♥ tr✐♣❧❡s✴s❡❝✳
❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✷✺✷✳✵✵✵ tr✐♣❧❡s✴s❡❝✳ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ✭✇❤❡♥ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦✈❡r❤❡❛❞
✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡♥ t❤❡
t❤r♦✉❣❤♣✉t ❢❛❧❧s t♦ ✹✳✷✼ ♠✐❧❧✐♦♥ tr✐♣❧❡s✴s❡❝✳ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ✶✷✸✳✵✵✵ tr✐♣❧❡s✴s❡❝✳ ❢♦r
t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
r✉❧❡s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r s✉❜✲❝❧❛ss❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❢♦r ❖❲▲ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t❡❞
t❤❛t ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❖❲▲
r❡❛s♦♥✐♥❣✳
▲♦❣✐❝✿ ❖❲▲ ❍♦rst✳ ❲❡❜P■❊ ❬✹✼❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❲❡❜P■❊ ❬✹✺✱ ✹✻❪✮ ✐s ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❡♥❣✐♥❡
t❤❛t ❡①t❡♥❞s ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❘❉❋❙ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❬✹✹❪ t♦ ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❖❲▲ ❍♦rst s❡♠❛♥t✐❝s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❘❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❖❲▲ ❍♦rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲
❞❡✜♥❡❞ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧② r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜①♣♦✐♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✳
❚❤✉s✱ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t r✉❧❡s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦♥✲
❝❧✉s✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❯r❜❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✹✹❪ ❡❛❝❤ r✉❧❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛t ♠♦st
♦♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ tr✐♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜② ❧♦❛❞✐♥❣ s❝❤❡♠❛ tr✐♣❧❡s ✐♥ ♠❡♠♦r②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❖❲▲ ❍♦rst r✉❧❡s r❡q✉✐r❡ ❥♦✐♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ tr✐♣❧❡s✱ t❤✉s ✐♥tr♦❞✉❝✲
✐♥❣ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❖❲▲ ❍♦rst r❡❛s♦♥✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❥♦✐♥s
✸✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑
❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ r✉❧❡✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❘❉❋❙ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r✉❧❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❥♦✐♥✳
■♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ❛ s❡t ♦❢ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s
✇❛s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡t❛✐♥ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❲❡❜P■❊ ❬✹✼❪ ✐♥❝♦r♣♦✲
r❛t❡s r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❘❉❋❙ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❯r❜❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✹✹❪ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞s ✐t ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✜①♣♦✐♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆✉t❤♦rs ❛♣♣❧② ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐✈✐t②✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ st❡♣s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠
r❡❞✉❝✐♥❣ ❜♦t❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❡✈❡r❡
❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❞✉❡ t♦ ♦✇❧✿s❛♠❡❆s st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡❛❧t ❜② ✜♥❞✲
✐♥❣ ❣r♦✉♣s ♦❢ s②♥♦♥②♠s✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❣r♦✉♣ ❦❡②✮✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡❛❝❤ r❡s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✐ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♣ ❦❡②✳ ❋♦r r✉❧❡s t❤❛t r❡q✉✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❥♦✐♥s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ s❝❤❡♠❛ ❛♥❞
✐♥st❛♥❝❡ tr✐♣❧❡s✱ ❛✉t❤♦rs ❞❡✈✐❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❛r❧② ✜❧t❡r✐♥❣✳ ▼♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥st❛♥❝❡ tr✐♣❧❡s ❛r❡ ❥♦✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ s❝❤❡♠❛ tr✐♣❧❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣ ♣❤❛s❡✱ t❤✉s
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛ss❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ s❝❤❡♠❛ tr✐♣❧❡s ✐♠♣r♦✈❡s ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ s✐♥❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❦❡②✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❦❡② ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ tr✐♣❧❡ t❡r♠s✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❲❡❜P■❊ ❤❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ s❝❛❧❡ ✉♣ t♦ ✶✵✵ ❜✐❧❧✐♦♥
tr✐♣❧❡s✱ ✉t✐❧✐③✐♥❣ ✉♣ t♦ ✻✹ ♥♦❞❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t✇♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛s❡ts
✇❡r❡ ✉s❡❞✱ ✇✐t❤ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✶✳✺✶ ❜✐❧❧✐♦♥ ❛♥❞ ✵✳✾✶ ❜✐❧❧✐♦♥ tr✐♣❧❡s r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛s❡t ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ✉♣ t♦ ✶✵✵ ❜✐❧❧✐♦♥ tr✐♣❧❡s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢
s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✱ ❲❡❜P■❊ s❤♦✇s ❧✐♥❡❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢r♦♠ ✽ t♦ ✻✹ ♥♦❞❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶✵✵
❜✐❧❧✐♦♥ tr✐♣❧❡s ♦♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛s❡t✳ ■t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐s ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❧❛r❣❡r
❞❛t❛s❡ts ❛s t❤❡ st❛rt✉♣ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❛♠♦rt✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛s❡t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❧❡ss ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ❛ ✜①♣♦✐♥t✳
▲♦❣✐❝✿ ❘❉❋❙✱ ❖❲▲ ❍♦rst✱ ❖❲▲ ✷❘▲✳ ❙❆❖❘ ❬✹✽❪ ♣r❡s❡♥ts ✈❛r✐♦✉s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s
❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡✱ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ s♦
❝❛❧❧❡❞ ✏♣❛rt✐❛❧✲✐♥❞❡①✐♥❣✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❇♦① ❛♥❞ ❆❇♦①✳ ❆✉t❤♦rs
❢♦❝✉s ♦♥ r✉❧❡ s❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣❛tt❡r♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❝✉rs✐✈❡ ♣❛rt
✐s ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣❛rt ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ t❤♦✉❣❤ ❛ tr✐♣❧❡✲❜②✲tr✐♣❧❡ str❡❛♠✳ P❛r✲
t✐❛❧ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ t❤❛t ❢♦r s❡♠❛♥t✐❝ ❞❛t❛✱ ❚❇♦① ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞
♥♦♥✲r❡❝✉rs✐✈❡✳ ❚❤✉s✱ ❚❇♦① ❝❧♦s✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❆❇♦① r❡❛s♦♥✐♥❣✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❚❇♦① ❛♥❞ ❆❇♦① s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡
❣✐✈❡♥ r✉❧❡ s❡t✳ ❯s✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ❚❇♦① ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡ s❡t✱ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥
✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ t❡♠♣❧❛t❡❞ r✉❧❡s ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❚❇♦①✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ♥♦ ❧♦♥❣❡r r❡q✉✐r✐♥❣ ❚❇♦①
❜✐♥❞✐♥❣s ❞✉r✐♥❣ ❆❇♦① r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❖♥❝❡ t❡♠♣❧❛t❡❞ r✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r
♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② ✭❛✮ ♠❡r❣✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❡♠♣❧❛t❡❞ r✉❧❡s✱ ✭❜✮ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ r✉❧❡ ✐♥❞❡① t❤❛t
♠❛t❝❤❡s ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t tr✐♣❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✭❝✮ r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ r✉❧❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉❧❡ ♠❛② ♦r ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r
✸✳✸✳ ❉❊❙❈❘■P❚■❖◆ ▲❖●■❈ ❘❊❆❙❖◆■◆● ✸✼
r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ r✉❧❡ s❡t✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ r✉❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜② ❛❧✇❛②s ❛♣♣❧②✐♥❣ r✉❧❡s
t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ r✉❧❡ s❡ts s✉❝❤ ❛s ❘❉❋❙✱ ❖❲▲ ❍♦rst ❛♥❞ ❖❲▲ ✷❘▲✳ ❆✉t❤♦r❛t✐✈❡
r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆✉t❤♦r❛t✐✈❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ r❡❢❡rs t♦
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ❣✐✈❡♥ s♦✉r❝❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r✉❧❡✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ✶✳✶✷ ❜✐❧❧✐♦♥ q✉❛❞s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡
✉s✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❖❲▲ ✷❘▲✴❘❉❋❙ ❛①✐♦♠❛t✐❝ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✶✳✶ ♠✐❧❧✐♦♥ ❚❇♦①
tr✐♣❧❡s t♦♦❦ ✽✳✷ ❤♦✉rs ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✶✳✶✷ ❤♦✉rs ♦♥ ✽ ♠❛❝❤✐♥❡s✳
❚❤❡ ❢❛st❡st ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❚❇♦① ❛♥❞ ❆❇♦① r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡
❧✐♥❦✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡r❣✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❡♠♣❧❛t❡❞ r✉❧❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s❤♦✇❡❞ ❧✐♥✲
❡❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ✉♣ t♦ ✽ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥♣✉t ♦❢ ✶✳✶✷ ❜✐❧❧✐♦♥ tr✐♣❧❡s✱ ✉s✐♥❣ ✽ ♠❛❝❤✐♥❡s✱
❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✳✺✽ ❜✐❧❧✐♦♥ tr✐♣❧❡s ✐♥ ✸✳✸✺ ❤♦✉rs✳
✸✳✸ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝ ❘❡❛s♦♥✐♥❣
▲♦❣✐❝✿ ALC✳ Deslog ❬✹✾❪ ✐s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❛❜❧❡❛✉✲❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝ r❡❛s♦♥❡r ❢♦r t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝ ALC✱ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤r❡❛❞✲❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ■t ✐s ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝ t❛❜❧❡❛✉① ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❚❇♦① ❝❧❛ss✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② s❡tt✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞
q✉❛❧✐✜❡❞ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡
♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❧❛②❡r t❤❛t tr❛♥s❧❛t❡s ❣✐✈❡♥ ❖❲▲ ♦♥t♦❧♦❣② ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱
t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡ ❧❛②❡r t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s❡r✲
✈✐❝❡s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦✐♥❣✱ ❝♦♥❝❡♣t s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❧❛②❡r t❤❛t ♣r♦❝❡ss❡s r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❧❛②❡r t❤❛t s✉♣♣♦rts
❛✉①✐❧✐❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❆✉t❤♦rs ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥❛✐✈❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ♣❧❛❝❡❞ ❢♦r ❛ s❤❛r❡❞✲
♠❡♠♦r② s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❧✐st✲❜❛s❡❞ str✉❝t✉r❡
❝❛❧❧❡❞ st❛❣❡ ❛♥❞ ❛ q✉❡✉❡✲❜❛s❡❞ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ st❛❣❡ ♣♦♦❧ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❛❧❧ ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡❛✉✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❧❛③②✲✉♥❢♦❧❞✐♥❣✱ ❛①✐♦♠ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ s❡♠❛♥t✐❝ ❜r❛♥❝❤✐♥❣✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❞✐r❡❝t❡❞ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♠❡r❣✐♥❣✱ ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❢♦r t❤❡✐r s✉✐t❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦✈❡r✲
❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤r❡❛❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳ ❙✉❝❤ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡s ❛❧❧♦✇ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❝❝❡ss
t♦ s❤❛r❡❞ ❞❛t❛ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ t❤r❡❛❞s✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ ❣♦♦❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❚❇♦① ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞✐♥❣ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛ ♦♥ ❛ ✶✻✲❝♦r❡
❝♦♠♣✉t❡r✳ ❱❛r✐♦✉s ❞❛t❛s❡ts✱ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ s✐③❡✱ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛①✐♦♠s ✐♥ ❡❛❝❤ t❡st❡❞ ❞❛t❛s❡t r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✹✺ t♦ ✶✶✹✵✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r s♠❛❧❧ ✐♥♣✉ts
✸✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑
t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤r❡❛❞s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss t♦ s❤❛r❡❞
❞❛t❛ ❛✛❡❝ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✐♥♣✉ts ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ s❤♦✇s
❧✐♥❡❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ✉♣ t♦ ✶✻ t❤r❡❛❞s✱ ✇❤✐❧❡ ❛✉t❤♦rs str❡ss t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡ ❢♦r ✉♣ t♦ ✸✷ t❤r❡❛❞s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
✉t✐❧✐③❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❤❛r❞✇❛r❡ s❡tt✐♥❣✳ ❖♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② s❡tt✐♥❣✱
t❤❡ s②st❡♠ ❞✐❞ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ♦♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❡tt✐♥❣ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞✉♣ ✇❛s
❜❡❧♦✇ ✸ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✶✻ ♣r♦❝❡ss♦rs ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝❧✉st❡r✳
▲♦❣✐❝✿ SHN ✳ ❯❯P❘ ✭❯❧♠ ❯♥✐✈❡rs✐t② P❛r❛❧❧❡❧ ❘❡❛s♦♥❡r✮ ❬✺✵❪ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r SHN ❆❇♦①❡s✳ ■t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②
s❡tt✐♥❣s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥❡r ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ t❤❡ t❛❜❧❡❛✉ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐ts❡❧❢✱ ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❯❯P❘ s✉♣♣♦rts ♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r✉❧❡s s✉❝❤
❛s t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r r❡str✐❝t✐♦♥ ♠❡r❣❡ r✉❧❡✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❝❛♥
❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s✉❝❤ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✉t✐❧✐③❡s ❛ ✇♦r❦ ♣♦♦❧
❞❡s✐❣♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜r❛♥❝❤❡s✳
❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss st♦♣s
❡✐t❤❡r ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❛❜❧❡❛✉ ✐s ❢♦✉♥❞ ♦r ✇❤❡♥ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤❛s ❜❡❡♥
❡✈❛❧✉❛t❡❞✳
❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ❢❛✈♦rs ❆❇♦①❡s t❤❛t
♠❛② ❧❡❛❞ ❢❛st❡r t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❛❜❧❡❛✉✳ ❆ ♣r✐♦r✐t② q✉❡✉❡ ✐s ✉s❡❞✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r✉❧❡ ❝r❡❛t✐♥❣ ❆❇♦①❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t②✳ ❖♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✐t②
q✉❡✉❡✱ ✐t ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t q✉❡✉❡ ❛♥❞ st❛❝❦ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡♥❢♦r❝❡ ❛ ❞❡♣t❤✲
✜rst ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✳ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❛s ❛♥ ❛rr❛② ♦❢
✐♥t❡❣❡r ❛rr❛②s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✈❛r✐♦✉s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s
s✉❝❤ ❛s ♥❛♠✐♥❣✱ ❧❛③② ✉♥❢♦❧❞✐♥❣✱ ❧❡①✐❝❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ s❡♠❛♥t✐❝ ❜r❛♥❝❤✐♥❣✱ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝❛❝❤✐♥❣ ✇❡r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❤❛r❞✇❛r❡ s❡tt✐♥❣s s❤♦✇✐♥❣ ❣♦♦❞
s♣❡❡❞✉♣s ❢♦r s②st❡♠s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✉♣ t♦ ✹ ❝♦r❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ s❡r✈❡r
✇✐t❤ ✷✹ ❝♦r❡s ❞✐❞ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r s♣❡❡❞✉♣s ♣♦ss✐❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡r✈❡r ✇❛s
♥♦t ✉s❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❢r❡q✉❡♥t
❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♣♦♦❧✳ ❚❡st✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② r❡str✐❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ t❤✉s r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✉s❡❞ ✇♦r❦ ♣♦♦❧ ♠❛② ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦✳ ❙✐♠✐❧❛r s♣❡❡❞✉♣ ♣❛tt❡r♥s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♦♥t♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❤t ❝♦♥❝❡♣ts s❤♦✇❡❞
st❡♣✲✇✐s❡ s♣❡❡❞✉♣s ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❛s♦♥❡r ✐s r❡♣♦rt❡❞ t♦
♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❛❜❧❡❞✳
▲♦❣✐❝✿ ALCNHR+✳ ▲✐❡❜✐❣ ❡t ❛❧✳ ❬✺✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ♣r❡✈✐✲
♦✉s ✇♦r❦ ♦❢ ▲✐❡❜✐❣ ❡t ❛❧✳ ❬✺✵❪✱ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ALCNHR+
❆❇♦①❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✐t ❢♦r SHIQ✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✲
s✐❣♥❡❞ ❢♦r s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② s❡tt✐♥❣s ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r✉♥ ♦♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❡tt✐♥❣ ❛s
✇❡❧❧✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❛s❦ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❆❇♦① ✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r
✸✳✸✳ ❉❊❙❈❘■P❚■❖◆ ▲❖●■❈ ❘❊❆❙❖◆■◆● ✸✾
✇❤✐❝❤ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ t❛❜❧❡❛✉ ♣r♦✈❡r✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣
♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❡✐t❤❡r r❡❛s♦♥❡r ❧❡✈❡❧ ♦r ♣r♦♦❢ ❧❡✈❡❧✳
❘❡❛s♦♥❡r ❧❡✈❡❧ r❡❢❡rs t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❜② r✉♥♥✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s❡✈❡r❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛
❣✐✈❡♥ r❡❛s♦♥❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❛s s✉❝❤ ✐♥st❛♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❡✛❡❝t✐✈❡❧②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ♦♥ ♣r♦♦❢
❧❡✈❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦♦❢ st❡♣s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✉t✐❧✐③❡ ❛❧❧
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦r❡s ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ❣✉❡ss t❤❛t ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦
❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦♦❢ ❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤r❡❡ r✉❧❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ♥❛♠❡❧② ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ r✉❧❡✱
♥✉♠❜❡r r❡str✐❝t✐♦♥ ♠❡r❣❡ r✉❧❡ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ r✉❧❡✳ ❙✉❝❤ r✉❧❡s ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t❤❛t ♠❛②
❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❆s ✐♥ ✇♦r❦ ♦❢ ▲✐❡❜✐❣ ❡t ❛❧✳ ❬✺✵❪✱ r❡❛s♦♥❡r r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ✇♦r❦ ♣♦♦❧
❞❡s✐❣♥✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✇♦r❦ ✉♥✐t ❞❡✜♥❡s ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦ ❡①❡❝✉t♦rs✳ ❊❛❝❤ ✇♦r❦ ✉♥✐t
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✇♦r❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ✇♦r❦ q✉❡✉❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦
❡①❡❝✉t♦rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ✉♥✐t✳ ❊❛❝❤ ✇♦r❦ ❡①❡❝✉t♦r ♣❡r❢♦r♠s r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✐♥ t❤❡ ✭✇♦r❦✮ q✉❡✉❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♥❡✇ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛♥❞ r❡♣♦rt✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ♦r ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❤❛✉st❡❞ ✭✇❤❡r❡ ♥♦ s❛t✐s✜❛❜❧❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞✮✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ q✉❡✉❡ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝✉st♦♠ ♣r✐♦r✐t② q✉❡✉❡✱ ♥❛♠❡❧②
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♦❢ ♣r✐♦r✐t② n ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♦❢ ♣r✐♦r✐t② n+ 1✱ t❤✉s ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❛ ❞❡♣t❤✲
✜rst s❡❛r❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❛❧❧♦✇s r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r
❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❡tt✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧✱ ✇✐t❤ ✇♦r❦ ❞✐str✐❜✉t♦r ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦
✉♥✐ts t❤❛t ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡ ✇♦r❦ ❧♦❛❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡❢❡rr❡❞ t♦
❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
▲♦❣✐❝✿ ALCHI✳ ▼❛♣❘❡s♦❧✈❡ ❬✺✷❪ st✉❞✐❡s t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ s❝❛❧❛❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❤❛t ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛s ♥❡✇❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♠✉st ❜❡ ❢❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s✳
❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❢♦r ❘❉❋❙ ❛♥❞ ❖❲▲ ❍♦rst ♠❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱
❛♥❞ EL+❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳ ❆✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ALCHI✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜rst ♦r❞❡r t❤❡♦r✐❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ❛✉t❤♦rs ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡ s❡♣❛r❛t❡ s❡ts ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞
❢♦r ❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ ❝❧❛✉s❡s t❤❛t st✐❧❧ r❡q✉✐r❡ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❆t ❡❛❝❤ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜✱ ✉s❛❜❧❡ ❝❧❛✉s❡s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣ ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧r❡❛❞②
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ t♦ ❡❛❝❤ r❡❞✉❝❡r ❢♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡r ❛❧s♦ ❞❡❧❡t❡s
❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ ❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ s✉❜s✉♠❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❝❧❛✉s❡s s♦ ❛s t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❜♦t❤ s❡ts ❛r❡ st♦r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❥♦❜✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛✉t❤♦rs ❞❡❛❧
✇✐t❤ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❜② ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ✉s❛❜❧❡ ❝❧❛✉s❡s ❡✈❡♥❧② ❛♠♦♥❣ r❡❞✉❝❡rs✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❛❜❧❡ ❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ r❡❞✉❝❡r ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❥♦❜ ❜②
✹✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r✉♥t✐♠❡✳ ◆♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ t❤✉s ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ✐s ❛❜❧❡ t♦
❛♠♦rt✐③❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ st♦r✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛rs✐♥❣ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ✐♥ ❡✈❡r② ❥♦❜✳
▲♦❣✐❝✿ ELH⊥,R+✳ ❘❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✺✸❪ ❡①t❡♥❞ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❚❇♦① r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r
ELHR+✱ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❆❇♦① r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ELH⊥,R+✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠
s✉♣♣♦rts t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❝♦♥❝❡♣t ✭⊥✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ❞✐s❥♦✐♥t♥❡ss ❛♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❙❡✈❡r❛❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❆❇♦① r❡❛s♦♥✐♥❣✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛✉t❤♦rs st✉❞② t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ st❡♣s✱ ♥❛♠❡❧② r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r✿ ✭❛✮ ❚❇♦① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✭❜✮
r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ ✭❝✮ t②♣❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❡❛❝❤ st❡♣ ♣r♦✈✐❞❡s
❛ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s t♦ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ t❤✉s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♦✈❡r❤❡❛❞s ❛♥❞
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳
❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐♦♠s ✉♥❞❡r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✐s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❛①✐♦♠ ❜❡✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡❞✱ ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤✉s ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥t❡①t q✉❡✉❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♥t❡①t
✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡✳ ❊❛❝❤ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞✱ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛♣✲
♣❧②✐♥❣ r✉❧❡s ❜② ✉s✐♥❣ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛①✐♦♠s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇❤❡♥
❛❧❧ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ ❆❇♦① ❡♥t❛✐❧♠❡♥ts ❢♦r ❛♥ ♦♥t♦❧♦❣② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
✶ ♠✐❧❧✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ✾ ♠✐❧❧✐♦♥ ❛①✐♦♠s ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸ ♠✐♥✉t❡s✳
▲♦❣✐❝✿ ❉▲✲▲✐t❡R✳ ❋♦❦♦✉❡ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r q✉❡r②✐♥❣ ♦✈❡r ❉▲✲▲✐t❡R
♦♥t♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ st♦r❡❞ ♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛ s♦✉r❝❡s✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✉♠♠❛r✐③❛✲
t✐♦♥✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛✉t❤♦rs ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥ ❆❇♦① s✉♠♠❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s❡tt✐♥❣ ❛s ✐t r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r
❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✉♠♠❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s✉♠♠❛r② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ t❤❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ s✉♠♠❛r✐❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✳
❉✐str✐❜✉t❡❞ s✉♠♠❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❤♦✇ t❤❡ ▲✐♥❦❡❞ ❖♣❡♥ ❉❛t❛ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞✳
▲♦❝❛❧ s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜✉❝❦❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
t❤❡♠ t♦ str✐❦❡ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✉♠♠❛r②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❧♦❝❛❧ s✉♠♠❛r✐❡s t♦ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥
❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❤❛s❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡
♠♦st ❛✉t❤♦r❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❢♦r ▲✐♥❦❡❞
❖♣❡♥ ❉❛t❛ ❜② ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❝❛r❡❢✉❧❧② t❤❡ ❯❘■ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳
▲♦❝❛❧ s✉♠♠❛r✐❡s ❡♥❛❜❧❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s q✉❡r② ♣r✉♥✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❡♠♣t② ❧♦❝❛❧
s✉♠♠❛r② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ❡♠♣t② r❡s✉❧t s❡t ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ q✉❡r②✱ ❛♥❞
❡✣❝✐❡♥t s♦✉r❝❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❣✐✈❡♥ q✉❡r②✳
❉✐str✐❜✉t❡❞ s✉♠♠❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❥♦✐♥s ✐❢ ❛❧❧ r❡q✉✐r❡❞ t❡r♠s ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s♦✉r❝❡ ♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ t❡r♠s✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❥♦✐♥✱ ❛r❡ ❝♦❧❧♦❝❛t❡❞ ♦♥
✸✳✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✹✶
t❤❡ s❛♠❡ s♦✉r❝❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ s♦✉r❝❡
❝❛♥ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵✳✵✸✼✪ t♦ ✾✳✷✪✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ ❡❛❝❤
s♦✉r❝❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✉♠♠❛r② ✐s ❛♠♦rt✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t
q✉❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡s✳
▲♦❣✐❝✿ SHOIN ✭❖❲▲ ❉▲✮✳ ❉✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✐♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝ SHOIN
✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❖❲▲ ❉▲✮✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
❡①♣❧✐❝✐t ❛♥s✇❡rs✱ ♥❛♠❡❧② ❛♥s✇❡rs✴❢❛❝ts t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❣✐✈❡♥ q✉❡r②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❛♥s✇❡rs ❛♥❞ t❛r❣❡t ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s♦ ❛s t♦ ❝❤❡❝❦✱ ✉s✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ r❡❛s♦♥❡rs✱ ♦♥❧②
♦♥t♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ q✉❡r② ✭❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❛♥s✇❡rs ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ q✉❡r②✮✳ ❆✉t❤♦rs ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❛r❣❡t
♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❝♦♠♠♦♥ ❆❇♦① ❛①✐♦♠s✱ t❤❡② ♠❛② ❤❛✈❡ ❝♦♠♠♦♥ ❚❇♦① ❛①✐♦♠s✳
❉❡❝♦♠❇❛❘ ✭❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✲❇❛s❡❞❘❡❛s♦♥❡r✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✇✲
✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r ❡①✐st✐♥❣ r❡❛s♦♥❡rs✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t
❉❡❝♦♠❇❛❘ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛♥s✇❡rs s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥
❝♦♠♣✉t❡ ❛♥s✇❡rs ❜② ❛❝❝❡ss✐♥❣ ✐ts ❞❛t❛❜❛s❡ t❤r♦✉❣❤ ❙◗▲ q✉❡r✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛✉t❤♦rs
♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❉❡❝♦♠❇❛❘ ♦✈❡r ❡①✐st✐♥❣ r❡❛s♦♥❡rs ❞✉❡ t♦ ✐ts ❞❡s✐❣♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙◗▲ q✉❡r✐❡s ✇❤❡♥ ♥♦ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛♥s✇❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥ ❡✈❡♥❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❆❇♦① ❛①✐♦♠s ❛❝r♦ss ❡①tr❛❝t❡❞ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s✱ ❢♦r q✉❡r✐❡s t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❛♥s✇❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❉❡❝♦♠❇❛❘ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s❝❛❧❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❚❇♦① ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦✈❡r ❡①✐st✐♥❣ r❡❛s♦♥❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✈❡r ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢
❆❇♦① ❛①✐♦♠s✳
✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❛r✐s✐♥❣ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣❡ ✐s t♦ st✉❞② ❤♦✇ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ♣r♦❝❡ss s✉❝❤ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❝♦♥✲
❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✉❣❡ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚♦ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ✐♠♠❡♥s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✉❝❤ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞
t❤❡✐r ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❛s♦♥ ♦✈❡r t❤❡♠ ✉s✐♥❣ r✉❧❡ s❡ts t❤❛t ✇♦✉❧❞
❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ t❤❛t
❝♦♠♣r✐s❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❙✉❝❤ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ❜✉t ❛❧s♦ r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❡♥✲
❝♦❞❡ ❝♦♠♠♦♥s❡♥s❡✱ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❤✉♠❛♥s ♣♦ss❡ss ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ s②st❡♠
t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❛❝❤ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥❢❡r ♥❡✇ ❛♥❞
✉s❡❢✉❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ r✉❧❡ s❡ts ❬✺✺✱ ✺✻❪✳ ❙✉❝❤ r✉❧❡ s❡ts ♣r♦✈✐❞❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥s❡♥s❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❛♥❞ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ r✉❧❡s ❛✈♦✐❞ tr✐✈✐❛❧✐t② ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞
❡❛s✐❧② ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ❧♦✇✲q✉❛❧✐t② r❛✇ ❞❛t❛ ✐s ❢❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠❀ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥
✹✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑
t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✱ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❛t❛
❡♥❣✐♥❡❡r ❤❛s ♥♦ ❝♦♥tr♦❧✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ r✐s✐♥❣ ✐♥ s✉❝❤ ❛ s❡tt✐♥❣ ✐s t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r s✉❝❤
❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ ❞❛t❛✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜②
✉s✐♥❣ ♠❛ss✐✈❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛♥❞❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜② ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧
❝♦♠♣✉t❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❧♦✉❞✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ s❝❛❧✐♥❣
r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉♣ t♦ ✶✵✵ ❜✐❧❧✐♦♥ tr✐♣❧❡s ❬✹✼❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡✲
str✐❝t❡❞ t♦ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧② ❘❉❋❙ ❛♥❞ ❖❲▲ ❤♦rst✱ ♦r ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❢♦r s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❬✺✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣♦♦r
q✉❛❧✐t② ❞❛t❛ ✭❡✳❣✳✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❧❡❛❞ t♦
r❡❛s♦♥✐♥❣ tr✐✈✐❛❧✐t② ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r✉❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠s❀ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ r✉❧❡s ❛♥❞ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✳
❈❤❛♣t❡r ✹
❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ▲♦❣✐❝
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡ s❡ts ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ✇❤❡r❡ str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❛r✐t② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s
♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♥♦♥✲str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
✹✳✶ ❙✐♥❣❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❘✉❧❡ ❙❡ts
❙✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡ s❡ts r❡❢❡r t♦ r✉❧❡ s❡ts ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r✉❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆s
❛ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ s❡t✿
r✶ ✿ ❜✐r❞✭❳✮ → ❛♥✐♠❛❧✭❳✮
r✷ ✿ ❜✐r❞✭❳✮ ⇒ ✢✐❡s✭❳✮
r✸ ✿ ❜r♦❦❡♥❲✐♥❣✭❳✮ ⇒ ¬✢✐❡s✭❳✮
r✸ > r✷
■♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ tr② t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r s♦♠❡t❤✐♥❣ ✭❳✮ ✐s ❛♥ ❛♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r
✐t ✐s ✢②✐♥❣ ♦r ♥♦t✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝ts ❜✐r❞✭❡❛❣❧❡✮ ❛♥❞ ❜r♦❦❡♥❲✐♥❣✭❡❛❣❧❡✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
s✉♣❡r✐♦r✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ✭r✸ > r✷✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛♥✐♠❛❧✭❡❛❣❧❡✮ ❛♥❞ ¬✢✐❡s✭❡❛❣❧❡✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❡❛❝❤ r✉❧❡ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❳✮✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭s❛② ❨✮ ✐♥ ❛♥② r✉❧❡ ✇♦✉❧❞
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ s❡t ❢r♦♠ s✐♥❣❧❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳
❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡✈❡r② r✉❧❡ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣r♦✉♣
t♦❣❡t❤❡r ❢❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✈❛❧✉❡ ✭✉s✐♥❣ ▼❛♣✮ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤
✈❛❧✉❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ✭✉s✐♥❣ ❘❡❞✉❝❡✮✳ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r Map ❛♥❞ Reduce ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈✐❡✇ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r✉❧❡
s❡t✿
✹✸
✹✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❉❊❋❊❆❙■❇▲❊ ▲❖●■❈
♠❛♣✭▲♦♥❣ ❦❡②✱ ❙tr✐♥❣ ✈❛❧✉❡✮✿
✴✴ ❦❡② ✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭✐rr❡❧❡✈❛♥t✮
✴✴ ✈❛❧✉❡✿ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧✐♥❡ ✭❛ ❢❛❝t✮
❙tr✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t ❂ ❣❡t❆r❣✉♠❡♥t✭✈❛❧✉❡✮❀
❙tr✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂ ❣❡tPr❡❞✐❝❛t❡✭✈❛❧✉❡✮❀
❡♠✐t✭❛r❣✉♠❡♥t✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡✮❀
r❡❞✉❝❡✭❙tr✐♥❣ ❦❡②✱ ■t❡r❛t♦r ✈❛❧✉❡s✮✿
✴✴ ❦❡② ✿ ❛r❣✉♠❡♥t
✴✴ ✈❛❧✉❡s✿ ❧✐st ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✭❢❛❝ts✮
❙❡t ❢❛❝ts ❂ ∅❀
❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ∈ ✈❛❧✉❡s ❞♦
❢❛❝ts✳❛❞❞✭✈❛❧✉❡✮❀
❡♥❞ ❢♦r
❘❡❛s♦♥❡r r❡❛s♦♥❡r ❂ ❘❡❛s♦♥❡r✳❣❡t❈♦♣②✭✮❀
r❡❛s♦♥❡r✳❛♣♣❧②❘❡❛s♦♥✐♥❣✭❢❛❝ts✮❀
❡♠✐t✭❦❡②✱ r❡❛s♦♥❡r✳❣❡t❘❡s✉❧ts✭✮✮❀
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✶ ✿ ❜✐r❞ → ❛♥✐♠❛❧
r✷ ✿ ❜✐r❞ ⇒ ✢✐❡s
r✸ ✿ ❜r♦❦❡♥❲✐♥❣ ⇒ ¬✢✐❡s
r✸ > r✷
❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥✐q✉❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✈❛❧✉❡✳
❆s ❢❛r ❛s ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱Map ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❞s ❢❛❝ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♣r❡❞✐❝❛t❡✭❛r❣✉♠❡♥t✮✱
❡①tr❛❝ts t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✭❛r❣✉♠❡♥t ❂ ❣❡t❆r❣✉♠❡♥t✭✈❛❧✉❡✮✮ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✭♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂ ❣❡t✲
Pr❡❞✐❝❛t❡✭✈❛❧✉❡✮✮ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❢❛❝t ✭✈❛❧✉❡✮✱ ❛♥❞ ❡♠✐ts ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠<❛r❣✉♠❡♥t✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡>✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝ts✿ ❜✐r❞✭❡❛❣❧❡✮✱ ❜✐r❞✭♦✇❧✮✱ ❜✐r❞✭♣✐❣❡♦♥✮✱ ❜r♦❦❡♥❲✐♥❣✭❡❛❣❧❡✮ ❛♥❞ ❜r♦❦❡♥✲
❲✐♥❣✭♦✇❧✮✱ Map ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡♠✐t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs ✿
<❡❛❣❧❡✱ ❜✐r❞>
<♦✇❧✱ ❜✐r❞>
<♣✐❣❡♦♥✱ ❜✐r❞>
<❡❛❣❧❡✱ ❜r♦❦❡♥❲✐♥❣>
<♦✇❧✱ ❜r♦❦❡♥❲✐♥❣>
❚❤❡♥✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛r❣✉♠❡♥t ✈❛❧✉❡ ✭❡✳❣✳✱ ❡❛❣❧❡✱ ♣✐❣❡♦♥ ❡t❝✮ s❡♣❛✲
r❛t❡❧②✱ ❛♥❞ ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❣r♦✉♣✴s♦rt t❤❡ ♣❛✐rs
❡♠✐tt❡❞ ❜② Map✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs✿
<❡❛❣❧❡✱ <❜✐r❞✱ ❜r♦❦❡♥❲✐♥❣>>
<♦✇❧✱ <❜✐r❞✱ ❜r♦❦❡♥❲✐♥❣>>
<♣✐❣❡♦♥✱ <❜✐r❞>>
✹✳✶✳ ❙■◆●▲❊ ❱❆❘■❆❇▲❊ ❘❯▲❊ ❙❊❚❙ ✹✺
❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛r❣✉♠❡♥t ✈❛❧✉❡ ✐♥ ✐s♦✲
❧❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r✉❧❡ s❡t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ Reduce
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥❡r ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❧❛t❡r ♦♥✮ ❣❡ts ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❧✐st ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✭❡①✲
tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ✈❛❧✉❡s✮ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s r❡❛s♦♥✐♥❣ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ❡♠✐tt✐♥❣ ♥❡✇ ❞❛t❛✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧
r❡❞✉❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡
♥❡✇ ❞❛t❛ ✐s ✐♥❢❡rr❡❞✳
❘❡t✉r♥✐♥❣ t♦ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❜✉❧❧❡ts ❜❡❧♦✇ s❤♦✇ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❛s❦s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❛s❦s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳
• ❡❛❣❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❜✐r❞ ❛♥❞ ❜r♦❦❡♥❲✐♥❣ ❛s ❢❛❝ts✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛♥✐♠❛❧✭❡❛❣❧❡✮ ❛♥❞ ¬✢✐❡s✭❡❛❣❧❡✮
• ♦✇❧ ❤❛✈✐♥❣ ❜✐r❞ ❛♥❞ ❜r♦❦❡♥❲✐♥❣ ❛s ❢❛❝ts✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛♥✐♠❛❧✭♦✇❧✮ ❛♥❞ ¬✢✐❡s✭♦✇❧✮
• ♣✐❣❡♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❜✐r❞ ❛s ❢❛❝t✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛♥✐♠❛❧✭♣✐❣❡♦♥✮ ❛♥❞ ✢✐❡s✭♣✐❣❡♦♥✮✳
❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ r❡❛s♦♥❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ▼❛❤❡r ❬✺✽❪✳ Pr✐♦r t♦ ❛♥②
Reduce ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡ s❡t ♠✉st ❜❡ ♣❛rs❡❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ ✐♥❞❡①❡s ❛♥❞ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥❡r ❛r❡
♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳
❊❛❝❤ Reduce ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠✱ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ r❡❛s♦♥❡r✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✉s❡ ❘❡❛s♦♥❡r✳❣❡t❈♦♣②✭✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞
r❡❛s♦♥❡r✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ r❡❛s♦♥❡r✳❛♣♣❧②❘❡❛s♦♥✐♥❣✭❢❛❝ts✮ ♣❡r❢♦r♠s r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ❝♦♣②✱
r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐st ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✭❢❛❝ts✮✳ ❉❡r✐✈❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ st♦r❡❞
✐♥t❡r♥❛❧❧② ❜② ❡❛❝❤ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥❡r✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❞❛t❛ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② t❤❡ r❡❛s♦♥❡r✳❣❡t❘❡s✉❧ts✭✮✳
❙♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡ s❡ts ✐s s♦✉♥❞
❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐♥❝❡ ✐t ♣❡r❢♦r♠s r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❡✈❡r② ❣✐✈❡♥ ❢❛❝t ✭Map✮✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥✐♥❣ ✭❣r♦✉♣✴s♦rt✮ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧t❡r r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✐♥❝❡ ❢❛❝ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❣✉♠❡♥t
✈❛❧✉❡s ❝❛♥♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ♥❡✇ ❝♦♥❝❧✉✲
s✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡❛s♦♥❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✭❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼❛❤❡r ❬✺✽❪✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡ ✭Reduce✮✳ ❚❤✉s✱ ♠❛①✐♠❛❧
❛♥❞ ✈❛❧✐❞ ❞❛t❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉r❡❞✳
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝ts
❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t ✭s❛② n✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❜❡✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❢❛❝t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❣r♦✉♣✱ ♥❛♠❡❧② ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✐ts ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❉✉r✐♥❣ Map ❡❛❝❤ ❢❛❝t ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ❦❡②✴✈❛❧✉❡ ♣❛✐r✱ t❤✉s Map ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(n)✳ ●r♦✉♣✴s♦rt ♣❤❛s❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
q✉✐❝❦s♦rt ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤✉s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(n log n)✳ Reduce ✐s ❞❡r✐✈✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❢♦r ❛❧❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡ s❡t ✭s❛② k✮✱ ✇✐t❤ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈✐♥❣ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❬✺✽❪✱ t❤✉s Reduce ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(k∗n)✱ ✇❤❡r❡ k ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
n ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❖✈❡r❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡
s❡ts ✐s O(n log n)✳
✹✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❉❊❋❊❆❙■❇▲❊ ▲❖●■❈
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙tr❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡t✳ Pr❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ r❛♥❦s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ◆♦♥✲str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡t✳ Pr❡❞✐❝❛t❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ r❛♥❦s✳
◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡ s❡ts ❛r❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡ s❡ts✱ ❝♦♠✲
✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ r✉❧❡ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❜♦t❤ ♣r❡♠✐s❡s ❛♥❞
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✭✉♥✐q✉❡✮ ❛r❣✉♠❡♥t ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦❧❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♥♦❞❡ ✭r❡❞✉❝❡r✮✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡ s❡ts ✏❣❧♦❜❛❧✑ ✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡
▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜ ✭✇❤❡r❡ ✏❧♦❝❛❧✑ ✜①♣♦✐♥t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱
❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡✱ ❜② ❛ r❡❞✉❝❡r✮✳
✹✳✷ ▼✉❧t✐ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❘✉❧❡ ❙❡ts
❘✉❧❡ s❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r✉❧❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧t✐ ✈❛r✐❛❜❧❡
r✉❧❡ s❡ts✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ♠✉❧t✐ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡ s❡ts
♥❛♠❡❧② str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦✉t❧✐♥❡ ❛r✐s✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ♥♦♥✲str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✱ ❢♦r ❛ str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡t✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t s✉♣✲
♣♦rt❡❞ ❜② ❛♥② r✉❧❡ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ r❛♥❦ ✵✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
♦❢ r❛♥❦ ✵✱ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ r❛♥❦ ✶✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦❢ r❛♥❦
✉♣ t♦ k − 1✱ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ r❛♥❦ k✳ ❚❤✉s✱ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡
❛ss✐❣♥❡❞ ❛ r❛♥❦✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡q✉❛❧ r❛♥❦s✳ ❋♦r
♥♦♥✲str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts✱ s✉❝❤ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳
❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡t✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✹✳✷✳ ▼❯▲❚■ ❱❆❘■❆❇▲❊ ❘❯▲❊ ❙❊❚❙ ✹✼
r✶✿ ❘✭❳✱❩✮✱ ❙✭❩✱❨✮ ⇒ ◗✭❳✱❨✮✳
r✷✿ ❚✭❳✱❩✮✱ ❯✭❩✱❨✮ ⇒ ¬◗✭❳✱❨✮✳
r✸✿ ◗✭❳✱❩✮✱ ❱✭❩✱❨✮ ⇒ ❲✭❳✱❨✮✳
r✶ > r✷✳
❙tr❛t✐✜❡❞ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ t❤❡♦r✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts✳ ❙tr❛t✐✜❡❞ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡
♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡❝✐s✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✺✾❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ❞❡♣✐❝ts ❤♦✇ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ r❛♥❦s ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡t✱ ✇❤✐❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ❞❡♣✐❝ts ♣r❡❞✐❝❛t❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ ❛ ♥♦♥✲str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❬✺✾❪ ■❢ ❉ ✐s str❛t✐✜❡❞✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ ♣✿
✭❛✮ ❡✐t❤❡r ❉ ⊢ +∆♣ ♦r ❉ ⊢ −∆♣
✭❜✮ ❡✐t❤❡r ❉ ⊢ +∂♣ ♦r ❉ ⊢ −∂♣
❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ ♣ ✐♥ ❛ str❛t✐✜❡❞ t❤❡♦r②✿ ✭❛✮ +∆♣
❛♥❞ +∂♣✱ ✭❜✮ −∆♣ ❛♥❞ +∂♣ ❛♥❞ ✭❝✮ −∆♣ ❛♥❞ −∂♣✳
❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢❛❝ts✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❢❛❝ts ❛r❡ +∆ ❛♥❞
❡✈❡r② ❧✐t❡r❛❧ t❤❛t ✐s +∆✱ ✐s +∂ ❛s ✇❡❧❧✳ ❍❛✈✐♥❣ +∆ ❛♥❞ +∂ ✐♥ ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✱
✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ st♦r❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥❧② ❢♦r +∆ ❛♥❞ +∂ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳
❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❛s♦♥ ❛♥❞ st♦r❡ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❢❛❝ts ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❛s ❛ +∆
✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ +∂✮ t❤❡♥ ✐t ✐s −∆ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ −∂✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ str❛t✐✜❡❞ ❞❡❢❡❛✲
s✐❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❧❧ t❤❡ +∆ ❛♥❞ +∂ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
✉♣ t♦ r❛♥❦ k − 1✱ ❛♥❞ ❛ r✉❧❡ ✇❤♦s❡ ❤❡❛❞ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ r❛♥❦ k ❛♥❞ ❜♦❞② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧✐t❡r❛❧s
♦❢ r❛♥❦ ✉♣ t♦ k − 1 ❞♦❡s ♥♦t ❝✉rr❡♥t❧② ✜r❡✱ t❤❡♥ t❤✐s r✉❧❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ s✉❜✲
s❡q✉❡♥t ♣❛ss❡s❀ t❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥❛♠❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r✉❧❡s
❢r♦♠ ❧♦✇❡r t♦ ❤✐❣❤❡r r❛♥❦s✳
✹✳✷✳✶ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❖✈❡r✈✐❡✇
■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ str❛t✐✜❡❞ ♠✉❧t✐ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡ s❡ts✳ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳
❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss r❡q✉✐r❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡t ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❢❛❝ts
✭r❡❛s♦♥✐♥❣Pr♦❝❡ss✭r✉❧❡s✱ ❢❛❝ts✮✮✳ ❖✉r ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡ s❡t ✭❛♣♣❧②❙tr❛t✲
✐✜❝❛t✐♦♥✭r✉❧❡s✮✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡tr❛❝t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❛♥❦s✳ ❆s r❛♥❦s✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛ str✉❝✲
t✉r❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ r❛♥❦ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡s ❢♦r
❡❛❝❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳
❉✉r✐♥❣ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭<❢❛❝t✱ ✭+∆✱+∂✮>✮ t♦ st♦r❡ ♦✉r ✐♥✲
❢❡rr❡❞ ❢❛❝ts✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝ts✱ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ♣❛ss✱
✐♥t♦ ✭<❢❛❝t✱ ✭+∆✱+∂✮>✮✳
✹✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❉❊❋❊❆❙■❇▲❊ ▲❖●■❈
r❡❛s♦♥✐♥❣Pr♦❝❡ss✭r✉❧❡s✱ ❢❛❝ts✮✿
✴✴ r✉❧❡s✿ str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡t
✴✴ ❢❛❝ts✿ s❡t ♦❢ ❢❛❝ts
r❛♥❦s ❂ ❛♣♣❧②❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥✭r✉❧❡s✮❀
❑❇ ❂ ✐♥✐t✐❛❧P❛ss✭❢❛❝ts✮❀
❢♦r ✐❂✶❀ ✐<=r❛♥❦s✳❣❡t▼❛①✭✮❀ ✐✰✰ ❞♦
t♠♣ ❂ ♣❛ss❴★✶✭❑❇✱ r❛♥❦s✳❣❡t✭✐✮✮❀
♥❡✇ ❂ ♣❛ss❴★✷✭❑❇✱ t♠♣✱ r❛♥❦s✳❣❡t✭✐✮✮❀
❑❇ ❂ ❑❇ ∪ ♥❡✇ ❀
❡♥❞ ❢♦r
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❖✈❡r❛❧❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
◆♦✇ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❢❛❝ts ❘✭❛✱❜✮✱ ❙✭❜✱❜✮✱ ❚✭❛✱❡✮✱ ❯✭❡✱❜✮ ❛♥❞ ❱✭❜✱❝✮✳
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛ss ✭✐♥✐t✐❛❧P❛ss✭❢❛❝ts✮✮ ♦♥ t❤❡s❡ ❢❛❝ts ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉t♣✉t✿
<❘✭❛✱❜✮✱ ✭+∆✱+∂✮>
<❙✭❜✱❜✮✱ ✭+∆✱+∂✮>
<❚✭❛✱❡✮✱ ✭+∆✱+∂✮>
<❯✭❡✱❜✮✱ ✭+∆✱+∂✮>
<❱✭❜✱❝✮✱ ✭+∆✱+∂✮>
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✭❑❇✮✳
◆♦ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st r❛♥❦ ✭r❛♥❦ ✵✮ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
✭❘✱❙✱❚✱❯✱❱✮ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ ❛♥② r✉❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ +∂✱
−∂✱ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ ❝❡rt❛✐♥ ❢❛❝ts✴r✉❧❡s
♠❛② ✏❜❧♦❝❦✑ t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ ♦t❤❡r r✉❧❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ ✐❢ ✇❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ r❛♥❦
s❡♣❛r❛t❡❧②✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ r❛♥❦ ✶ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤❡r r❛♥❦s✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢
N r❛♥❦s ✭r❛♥❦s✳❣❡t▼❛①✭✮✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ N −1 t✐♠❡s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❆ ❦❡② ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡ s❡ts✱ ✐s t❤❛t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡s ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ❧✐t❡r❛❧ ✭♦r ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✮ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡
❝❧✉st❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧✐t❡r❛❧ ✭❛♥❞ ✐ts
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✮✱ t♦ ❜❡ ❝♦❧❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡
r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜r❡❛❦ ✉♣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ r✉♥ t✇♦ ♣❛ss❡s ❢♦r ❡❛❝❤ r❛♥❦✳
❚❤❡ ✜rst ♣❛ss ✭♣❛ss❴★✶✭❑❇✱ r❛♥❦s✳❣❡t✭✐✮✮✮ ❝♦♠♣✉t❡s ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡s ❢♦r r❛♥❦ ✐✱
❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✭❑❇✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ r✉❧❡s ❢♦r
r❛♥❦ ✐ ✭r❛♥❦s✳❣❡t✭✐✮✱ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss ✭♣❛ss❴★✷✭❑❇✱ t♠♣✱
r❛♥❦s✳❣❡t✭✐✮✮✮ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✭❑❇✮✱
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡s ❢♦r r❛♥❦ ✐ ✭t♠♣✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ r✉❧❡s ❢♦r r❛♥❦
✐ ✭r❛♥❦s✳❣❡t✭✐✮✮✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❞❡✜♥✐t❡❧② ♦r ❞❡❢❡❛s✐❜❧② ♣r♦✈❛❜❧❡
✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✷✳✸✮✳
▲❡t ✉s ✐❧❧✉str❛t❡ ✇❤② r❡❛s♦♥✐♥❣ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❛♥❦ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r
✹✳✷✳ ▼❯▲❚■ ❱❆❘■❆❇▲❊ ❘❯▲❊ ❙❊❚❙ ✹✾
❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ♦♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r✉❧❡ s❡t✱ ❢♦r ❛❧❧
r❛♥❦s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ♠❛② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✐❢ ❛ r✉❧❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❲✭❳✱❨✮ ✐s
♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t❤❡♥ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❛ss❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t
❲✭❳✱❨✮ ✇✐❧❧ ✏❜❧♦❝❦✑ ✉♥t✐❧ ❛ ✜♥❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ ◗✭❳✱❨✮ ❛♥❞ ¬◗✭❳✱❨✮ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤✉s✱
❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣
str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣r✐♦r t♦ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ ♦✈❡r❤❡❛❞s ❛s ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ✜r❡❞
r✉❧❡ ♦r ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥❝❡✳
✹✳✷✳✷ P❛ss ★✶✿ ❋✐r❡❞ ❘✉❧❡s ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❛ss✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r❛♥❦✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✉s❡❞ ❢♦r ❜❛s✐❝ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✇❛② ❥♦✐♥s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❆❢r❛t✐ ❡t ❛❧✳ ❬✻✵❪✳ ❍❡r❡ ✇❡
❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❜❛s✐❝ ❥♦✐♥s ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❤♦✇ ✐t ❝❛♥
❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐✲✇❛② ❥♦✐♥s✳
❇❛s✐❝ ❥♦✐♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✈❛❧✉❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r✐❝
r✉❧❡ ✭✇❤♦s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮✿
r ✿ ❆✭❳✱❩✮✱ ❇✭❩✱❨✮ ④→✱⇒✱ ⑥ ❬¬❪P✭❳✱❨✮✳
▲❡t ✉s ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦♥t❛✐♥s
❛ ❧✐t❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❆✭❳✱❩✮✱ t❤❡♥ ✈❛❧✉❡✳♣r❡❞ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❆✱ ✈❛❧✉❡✳❳ r❡❢❡rs
t♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❳✱ ✈❛❧✉❡✳❩ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❩✱ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡✳t❛❣ r❡❢❡rs t♦ ❛ s✉❜s❡t ♦❢
④+∆✱−∆✱+∂✱−∂⑥ t❤❛t ❞❡✜♥❡s ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛❧✳ ❋♦r ❛
❣✐✈❡♥ r✉❧❡ r✱ r✳❛rr♦✇ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛rr♦✇ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ✭→✱⇒✱ ✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡
r✉❧❡ ✭str✐❝t✱ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❞❡❢❡❛t❡r✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✭s❡❡ Reduce ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ ❬¬❪
❞❡♥♦t❡s t❤❛t ✏¬✑ ✐s ♦♣t✐♦♥❛❧✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
❧✐t❡r❛❧s✳
❚❤❡ ❦❡② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❜❛s✐❝ ❥♦✐♥ ✐s t❤❛t r❡❧❛t✐♦♥s ❆ ❛♥❞ ❇ ❝❛♥ ❜❡ ❥♦✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡✐r
❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❩✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❞✉r✐♥❣ Map ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ❡♠✐t ♣❛✐rs ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ <❩✱✭❆✱❳✮> ❢♦r ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❆ ❛♥❞ <❩✱✭❇✱❨✮> ❢♦r ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❇✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❥♦✐♥
❆✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ❇✭❩✱❨✮ ♦♥❧② ❢♦r ❧✐t❡r❛❧s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❩✳ ❉✉r✐♥❣
Reduce ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❆✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ❇✭❩✱❨✮ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ P✭❳✱❨✮✳
❙✉❝❤ ❥♦✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s t❛✐❧♦r❡❞ ❢♦r ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❧♦❣✐❝s ✇❤❡r❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣♦rt r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠✉st ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✳ ❲❡ ♠✉st r❡❝♦r❞ ❛❧❧ ✜r❡❞ r✉❧❡s ♣r✐♦r t♦ ❛♥② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
✐♥❢❡r❡♥❝❡ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳
❉✉r✐♥❣ Map ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ♠✉st ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♣❛ss t❤❡ ✈❛❧✉❡✳t❛❣✱ ✇❤✐❧❡ ❞✉r✐♥❣ Reduce
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✭✜rst ❢♦r ❧♦♦♣✮✱ ✇❡ ♠❛t❝❤ ♣r❡♠✐s❡s ✭s❡❝♦♥❞ ❢♦r
❧♦♦♣✮ ❛♥❞ ❡♠✐t ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ✭P✭❛✳❳✱❜✳❨✮✮ ❛♥❞ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✜r❡❞ r✉❧❡✳
❋♦r ❛ str✐❝t r✉❧❡ ✭r❴✐s❙tr✐❝t ❂ tr✉❡✮ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣r❡♠✐s❡s ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥✐t❡❧② ♣r♦✈❛❜❧❡ ✭+∆❛ ❛♥❞
+∆❜✮ ♦✉r ❞❡r✐✈❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ✭❬¬❪✱+∆✱+∂✱r✮✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♦✉r ❞❡r✐✈❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s
✺✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❉❊❋❊❆❙■❇▲❊ ▲❖●■❈
♠❛♣✭▲♦♥❣ ❦❡②✱ ❙tr✐♥❣ ✈❛❧✉❡✮✿
✴✴ ❦❡② ✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭✐rr❡❧❡✈❛♥t✮
✴✴ ✈❛❧✉❡✿ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧✐♥❡ ✭❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✮
✐❢ ✈❛❧✉❡✳♣r❡❞ ❂❂ ✏❆✑ t❤❡♥
❡♠✐t✭✈❛❧✉❡✳❩✱④✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✱✈❛❧✉❡✳❳✱✈❛❧✉❡✳t❛❣⑥✮❀
❡❧s❡ ✐❢ ✈❛❧✉❡✳♣r❡❞ ❂❂ ✏❇✑ t❤❡♥
❡♠✐t✭✈❛❧✉❡✳❩✱④✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✱✈❛❧✉❡✳❨✱✈❛❧✉❡✳t❛❣⑥✮❀
❡♥❞ ✐❢
r❡❞✉❝❡✭❙tr✐♥❣ ❦❡②✱ ■t❡r❛t♦r ✈❛❧✉❡s✮✿
✴✴ ❦❡② ✿ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t
✴✴ ✈❛❧✉❡s✿ ❧✐t❡r❛❧s ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣
▲✐st ❛❴▲✐st ❂ ∅✱ ❜❴▲✐st ❂ ∅❀
❜♦♦❧ r❴✐s❙tr✐❝t ❂ ✭r✳❛rrr♦✇ ❂❂ ✏→✑✮❄ tr✉❡ ✿ ❢❛❧s❡❀
❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ∈ ✈❛❧✉❡s ❞♦
✐❢ ✈❛❧✉❡✳♣r❡❞ ❂❂ ✏❆✑ t❤❡♥
❛❴▲✐st✳❛❞❞✭④✈❛❧✉❡✳❳✱✈❛❧✉❡✳t❛❣⑥✮❀
❡❧s❡ ✐❢ ✈❛❧✉❡✳♣r❡❞ ❂❂ ✏❇✑ t❤❡♥
❜❴▲✐st✳❛❞❞✭④✈❛❧✉❡✳❨✱✈❛❧✉❡✳t❛❣⑥✮❀
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦r
❢♦r ❛❧❧ ❛ ∈ ❛❴▲✐st ❞♦
❢♦r ❛❧❧ ❜ ∈ ❜❴▲✐st ❞♦
✐❢ r❴✐s❙tr✐❝t ❛♥❞ +∆❛ ❛♥❞ +∆❜ t❤❡♥
❡♠✐t✭✏P✭❛✳❳✱❜✳❨ ✮✑✱✏❬¬❪✱+∆✱+∂✱r✑✮❀
❡❧s❡
❡♠✐t✭✏P✭❛✳❳✱❜✳❨ ✮✑✱✏❬¬❪✱+∂✱r✑✮❀
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦r
❡♥❞ ❢♦r
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❋✐r❡❞ r✉❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ r✉❧❡
r ✿ ❆✭❳✱❩✮✱ ❇✭❩✱❨✮ ④→✱⇒✱ ⑥ ❬¬❪P✭❳✱❨✮✳
✹✳✷✳ ▼❯▲❚■ ❱❆❘■❆❇▲❊ ❘❯▲❊ ❙❊❚❙ ✺✶
✭❬¬❪✱+∂✱r✮✳ ❙❡tt✐♥❣ ❬¬❪ ✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✱ ✐s ❛ ♠✐♥♦r ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ ❢❛❝ts ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ st❡♣ ★✷ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮✱ ❛s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
r❡q✉✐r❡s ❜♦t❤ ♣ ❛♥❞ ¬♣ t♦ ❜❡ s❡♥t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡✳
◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛ss✳ ❆s ❛ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❜❛s✐❝
❥♦✐♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r r❛♥❦ ✶✱ ✉s✐♥❣ ❛s ♣r❡♠✐s❡s ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢♦r ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦❢ r❛♥❦ ✵✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r✉❧❡s r✶ ❛♥❞ r✷✳ ❚❤❡ Map ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡♠✐t t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs ✭❧✐t❡r❛❧s ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❱ ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞ ❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ r✉❧❡ ✇✐t❤
❝♦♥s❡q✉❡♥t ♦❢ r❛♥❦ ✶✮✿
<❜✱ ✭❘✱❛✱+∆✱+∂✮>
<❜✱ ✭❙✱❜✱+∆✱+∂✮>
<❡✱ ✭❚✱❛✱+∆✱+∂✮>
<❡✱ ✭❯✱❜✱+∆✱+∂✮>
❚❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❣r♦✉♣✐♥❣✴s♦rt✐♥❣ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣❛✐rs✿
<❜✱ <✭❘✱❛✱+∆✱+∂✮✱ ✭❙✱❜✱+∆✱+∂✮>>
<❡✱ <✭❚✱❛✱+∆✱+∂✮✱ ✭❯✱❜✱+∆✱+∂✮>>
❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ♣r❡♠✐s❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♠✐t t❤❡ ✜r❡❞ r✉❧❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡r ✇✐t❤ ❦❡②✿
❜ ✇✐❧❧ ❡♠✐t <◗✭❛✱❜✮✱ ✭+∂✱r✶✮>
❡ ✇✐❧❧ ❡♠✐t <◗✭❛✱❜✮✱ ✭¬✱+∂✱r✷✮>
❆s ✇❡ s❡❡ ❤❡r❡✱ ◗✭❛✱❜✮ ❛♥❞ ¬◗✭❛✱❜✮ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t r❡❞✉❝❡rs ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡ ✐s ♣r♦❤✐❜✐t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡
t✇♦ r❡❞✉❝❡rs ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss ❢♦r t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲✇❛② ❥♦✐♥s✱ ✇❡ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜r❡❞ r✉❧❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r ❜❛s✐❝ ❥♦✐♥s ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿
r′ ✿ ❆✭❳✱❩✮✱ ❇✭❩✱❲✮✱ ❈✭❲✱❨✮ → ¬P✭❳✱❨✮✳
❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢♦r ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈
<❆✭✶✱✷✮✱ ✭+∆✱+∂✮>
<❇✭✷✱✸✮✱ ✭+∆✱+∂✮>
<❈✭✸✱✹✮✱ ✭+∂✮>
❆s r′ ✐s ❛ str✐❝t r✉❧❡✱ ✇❡ ♠✉st ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ❛❧❧ ♣r❡♠✐s❡s ❛r❡ +∆ ♦r ♥♦t✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ¬P✭❳✱❨✮✱ ✇❡ ✜rst ❥♦✐♥ ❆✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ❇✭❩✱❲✮ ♦♥ ❩✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ t❡♠♣♦r❛r②
❧✐t❡r❛❧ ✭s❛② ❆❇✭❳✱❲✮✮ ❞❡r✐✈✐♥❣ <❆❇✭✶✱✸✮✱ ✭+∆✱+∂✱r′✮>✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ t❤✉s ❢❛r✱ ❛❧❧ ♣r❡♠✐s❡s
✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❉❊❋❊❆❙■❇▲❊ ▲❖●■❈
♠❛♣✭▲♦♥❣ ❦❡②✱ ❙tr✐♥❣ ✈❛❧✉❡✮✿
✴✴ ❦❡② ✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭✐rr❡❧❡✈❛♥t✮
✴✴ ✈❛❧✉❡✿ ✐♥❢❡rr❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✴✜r❡❞ r✉❧❡
❙tr✐♥❣ ❧✐t❡r❛❧ ❂ ❣❡t▲✐t❡r❛❧✭✈❛❧✉❡✮❀
❙tr✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❂ ❣❡t❑♥♦✇❧❡❞❣❡✭✈❛❧✉❡✮❀
✐❢ ❧✐t❡r❛❧✳♣r❡❞ ∈ ❝✉rr❡♥t❘❛♥❦ t❤❡♥
❡♠✐t✭❧✐t❡r❛❧✱ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮❀
❡♥❞ ✐❢
r❡❞✉❝❡✭❙tr✐♥❣ ❦❡②✱ ■t❡r❛t♦r ✈❛❧✉❡s✮✿
✴✴ ❦❡② ✿ ❧✐t❡r❛❧
✴✴ ✈❛❧✉❡s✿ ✐♥❢❡rr❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
▲✐st ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❂ ∅❀
❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ∈ ✈❛❧✉❡s ❞♦
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳❛❞❞✭✈❛❧✉❡✮❀
❡♥❞ ❢♦r
❢♦r ❛❧❧ ♣ ✐♥ ④❦❡②✱ ¬❦❡②⑥ ❞♦
✐❢ +∆♣ ∈ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡♥
❝♦♥t✐♥✉❡❀
❡❧s❡ ✐❢ ∃❦ ∈ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s✉❝❤ t❤❛t
❦✳r✳❛rr♦✇ ❂❂ ✏→✑ ❛♥❞
❦✳t❛❣ ❂❂ +∆ t❤❡♥
❡♠✐t✭♣✱ ✏+∆✱+∂✑✮❀
❡❧s❡ ✐❢ r❡❛s♦♥✐♥❣✭♣✱ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮ ❂❂ +∂ t❤❡♥
❡♠✐t✭♣✱ ✏+∂✑✮❀
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦r
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣
✭❆✭✶✱✷✮ ❛♥❞ ❇✭✷✱✸✮✮ ❛r❡ +∆ ❛♥❞ ❆❇✭❳✱❲✮ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❥♦✐♥
❆❇✭❳✱❲✮ ❛♥❞ ❈✭❲✱❨✮ ♦♥ ❲✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✜r❡❞ r✉❧❡ ✭<P✭✶✱✹✮✱ ✭¬✱+∂✱r′✮>✮✱ ❛❞❞✐♥❣
✏¬✑ t♦ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛s ¬P✭❳✱❨✮ ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❧② +∂ ❛s ❈✭✸✱✹✮ ✐s
❛ +∂ ♣r❡♠✐s❡ ✭♥♦t ❛❧❧ ♣r❡♠✐s❡s ❛r❡ ❞❡✜♥✐t❡❧② ♣r♦✈❛❜❧❡✮✳ ▼♦r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
♠✉❧t✐✲✇❛② ❥♦✐♥s✱ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❆❢r❛t✐ ❡t
❛❧✳ ❬✻✵❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢r♦♠ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t♦ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
❛❜♦✈❡✳
✹✳✷✳✸ P❛ss ★✷✿ ❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❘❡❛s♦♥✐♥❣
❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss✳ ❖♥❝❡ ✜r❡❞ r✉❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss ♣❡r❢♦r♠s
r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r Map ❛♥❞ Reduce ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❢♦r
str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts✱ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳
❆❢t❡r ❜♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛ss ❛♥❞ ✜r❡❞ r✉❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✭♣❛ss ★✶✮✱ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✇✐❧❧
✹✳✷✳ ▼❯▲❚■ ❱❆❘■❆❇▲❊ ❘❯▲❊ ❙❊❚❙ ✺✸
❝♦♥s✐st ♦❢✿
<❘✭❛✱❜✮✱ ✭+∆✱+∂✮>
<❙✭❜✱❜✮✱ ✭+∆✱+∂✮>
<❚✭❛✱❡✮✱ ✭+∆✱+∂✮>
<❯✭❡✱❜✮✱ ✭+∆✱+∂✮>
<❱✭❜✱❝✮✱ ✭+∆✱+∂✮>
<◗✭❛✱❜✮✱ ✭+∂✱ r✶✮>
<◗✭❛✱❜✮✱ ✭¬✱+∂✱ r✷✮>
❉✉r✐♥❣ t❤❡Map ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ✜rst ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ value t❤❡ ❧✐t❡r❛❧ ✭❣❡t▲✐t❡r❛❧✭✈❛❧✉❡✮✮ ❛♥❞
t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧✐t❡r❛❧ ✭❣❡t❑♥♦✇❧❡❞❣❡✭✈❛❧✉❡✮✮✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❧✐t❡r❛❧ ✭❧✐t❡r❛❧✳♣r❡❞✮ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ r❛♥❦ ✭❝✉rr❡♥t❘❛♥❦✮ t❤❛t
✇❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ✭❧✐t❡r❛❧✳♣r❡❞ ∈ ❝✉rr❡♥t❘❛♥❦✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧
p✱ ❜♦t❤ p ❛♥❞ ¬p ❛r❡ s❡♥t t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡❞✉❝❡r✱ ✇✐t❤ ✏¬✑ ✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ p ❢r♦♠
¬p✳ ❚❤❡ Map ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡♠✐t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r
r❛♥❦ ✶✮✿
<◗✭❛✱❜✮✱ ✭+∂✱ r✶✮>
<◗✭❛✱❜✮✱ ✭¬✱ +∂✱ r✷✮>
❚❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❣r♦✉♣✐♥❣✴s♦rt✐♥❣ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣❛✐rs✿
<◗✭❛✱❜✮✱ <✭+∂✱ r✶✮✱ ✭ ¬✱+∂✱ r✷✮>>
❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡ ✇❡ tr❛✈❡rs❡ ♦✈❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♣❞❛t❡ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
✭❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳❛❞❞✭✈❛❧✉❡✮✮✳ ❖♥❝❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡
❣✐✈❡♥ ❧✐t❡r❛❧ ✭❦❡②✮✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ❦❡② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❜♦t❤ ❦❡② ❛♥❞ ¬❦❡②✳
■♥ ❝❛s❡ ❧✐t❡r❛❧ ♣ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✭+∆♣ ∈ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛ss✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡♠✐t ❛♥② ♦✉t♣✉t ✭❝♦♥t✐♥✉❡✮ ❛s ❞♦✐♥❣ s♦ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡
❞✉♣❧✐❝❛t❡s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❦ ✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭∃❦ ∈
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❛ str✐❝t r✉❧❡ ✭❦✳r✳❛rr♦✇ ❂❂ ✏→✑✮ ✜r❡❞ ✇✐t❤
❛❧❧ ♣r❡♠✐s❡s ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥✐t❡❧② ♣r♦✈❛❜❧❡ ✭❦✳t❛❣ ❂❂ +∆✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❡♠✐t t❤❛t ❧✐t❡r❛❧ ♣
✐s ❞❡✜♥✐t❡❧② ♣r♦✈❛❜❧❡ ✭❡♠✐t✭♣✱ ✏+∆✱+∂✑✮✮✳ ❖✉r ✜♥❛❧ ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✇❤❡t❤❡r ❧✐t❡r❛❧
♣ ✐s ❞❡❢❡❛s✐❜❧② ♣r♦✈❛❜❧❡✱ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✭r❡❛s♦♥✐♥❣✭♣✱ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮ ❂❂
+∂✮✱ ❛♥❞ ❡♠✐t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✭❡♠✐t✭♣✱ ✏+∂✑✮✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡r ✇✐t❤ ❦❡②✿
◗✭❛✱❜✮ ✇✐❧❧ ❡♠✐t <◗✭❛✱❜✮✱ ✭+∂✮>
◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ¬◗✭❛✱❜✮ ✐s ♥♦t ❞❡❢❡❛s✐❜❧② ♣r♦✈❛❜❧❡ ✭−∂✮✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛❞❞❡❞ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❜❛s❡✳
✺✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❉❊❋❊❆❙■❇▲❊ ▲❖●■❈
✹✳✷✳✹ ❋✐♥❛❧ ❘❡♠❛r❦s
❆s ✇❡ s❡❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ ♠✉❧t✐ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡ s❡ts t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❢❛r ♠♦r❡
❞✐✣❝✉❧t✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛ss❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛ss ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
r✉❧❡ s❡ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ♣❛ss❡s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t✱ ❜✉t✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❦s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥
str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡t✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ r❛♥❦
s❡♣❛r❛t❡❧② ❡♥❢♦r❝❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❧❡
❡✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ +∆ ❛♥❞ +∂ ❧✐t❡r❛❧s✳
❙♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ ♠✉❧t✐ ✈❛r✐❛❜❧❡
r✉❧❡ s❡ts ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐t ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ♣r♦✈✲
❛❜✐❧✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r t♦ ❤✐❣❤❡r r❛♥❦s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛t
❡❛❝❤ r❛♥❦ ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❜❡✐♥❣ s♦✉♥❞ s✐♥❝❡ r❡❛✲
s♦♥✐♥❣ ❢♦r r❛♥❦ k ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ❢♦r r❛♥❦s ✉♣ t♦ k− 1✱
❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✐♥❝❡ ✇❡ ❡♥❢♦r❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t
str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❆t ❡❛❝❤ r❛♥❦✱ t❤❡ ✜rst ♣❛ss ❝♦♠♣✉t❡s ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡
r✉❧❡s ❛s Map ♣r♦❝❡ss❡s ❛❧❧ r❡q✉✐r❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢♦r r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❣r♦✉♣✴s♦rt ♣❤❛s❡ r❡❞✐✲
r❡❝ts ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭✇✐t❤ ♥♦ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❡✐♥❣ ❧♦st✮✱ ❛♥❞ Reduce ❝♦♠♣✉t❡s ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡s
❢♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♠✉❧t✐✲✇❛② ❥♦✐♥s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐✲
♣❧❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦❢
r❛♥❦ k ❞✉r✐♥❣ Map✱ ❣r♦✉♣✴s♦rt ♣❤❛s❡ ❢♦r♠s ❛ ❣r♦✉♣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧✱ ✇❤✐❧❡ Reduce ❞❡r✐✈❡s
❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝ts
❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t ✭s❛② n✮✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ r✉❧❡s ✭❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♣ ❛♥❞ ¬♣✮ t❤❛t ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❜❛s✐❝ ❥♦✐♥✱ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ r❛♥❦✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❜❡✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❢❛❝ts ❜❡❧♦♥❣
t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣✱ ♥❛♠❡❧② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❜✉t ❣❡♥❡r❛t❡
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② s✉♣♣♦rt ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐t❡r❛❧s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❤❡r❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡
✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t
❝♦✉❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥② ❣✐✈❡♥ r✉❧❡ s❡t ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛ss ❝♦♠♣✉t❡s ❛❧❧
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡s ❛s Map ♣r♦❝❡ss❡s ❛❧❧ r❡q✉✐r❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢♦r r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤✉s Map
❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(n)✳ ●r♦✉♣✴s♦rt ♣❤❛s❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉✐❝❦s♦rt ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤✉s ❤❛✈✐♥❣ ❛
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(n log n)✳ Reduce ❝♦♠♣✉t❡s ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣
❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r t✇♦ ❧✐sts ♦❢ ❧❡♥❣t❤
n/2 ❡❛❝❤✱ t❤✉s Reduce ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(n2)✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss ♣r♦❝❡ss❡s
t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣ ❛♥❞ ¬♣ ❞✉r✐♥❣ Map✱ ♥❛♠❡❧② Map ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t②
O(n2)✳ ●r♦✉♣✴s♦rt ♣❤❛s❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉✐❝❦s♦rt ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤✉s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
O(n2 log n2)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ Reduce ❞❡r✐✈❡s ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣❛✐r ♣ ❛♥❞ ¬♣✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭s❛② O(k)✱
✇✐t❤ k ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s ❢♦r ♣ ❛♥❞ ¬♣✮✱ t❤✉s Reduce ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(k ∗n2)✱
✹✳✸✳ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆ ✺✺
✇❤❡r❡ k ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ n✱ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥t✳ ❖✈❡r❛❧❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r✉❧❡ s❡t ✐s O(n2 log n2)✳
❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲str❛t✐✜❡❞ ♠✉❧t✐ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✉❧❡ s❡ts ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❘❡❛s♦♥✐♥❣
❝❛♥ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼❛❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♥❡✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ♣❛ss❡s ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡ s❡t ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❤❛s ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❬✺✽❪✱ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡
❛♥❛❧②s✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ N ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❖✭N✮ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ♣❛ss❡s ❛r❡
r❡q✉✐r❡❞✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣❛ss ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
▼❛❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✐♥✲♠❡♠♦r② ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✳
P❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❢❛❝ts ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s❡✈❡r❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♣♦s❡❞ ❜② −∆ ❛♥❞ −∂ ✭s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♣❛rt ✷✳✶✮
♣r♦✈❛❜✐❧✐t②✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿
r✯ ✿ P✭❳✱❩✮✱ ◗✭❩✱❨✮ → P✭❳✱❨✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t P✭❛✱❜✮ ✐s ♥♦t ❞❡✜♥✐t❡❧② ♣r♦✈❛❜❧❡ ✭−∆✮ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ❡✈❡r②
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ r✉❧❡✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r ❡✈❡r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❩ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❡✐t❤❡r
P✭❛✱❩✮ ♦r ◗✭❩✱❜✮ ✐s −∆✳ ❋♦r t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r✉❧❡ ✭r✯ ✮✱ ❤❛✈✐♥❣ N ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡
❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ N ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ r✉❧❡s ❢♦r ❡✈❡r② −∆ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r N ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ k ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡✱ t❤❛t
❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❩ ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r✉❧❡ r✯ ✮✱
❡✈❡r② −∆ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ Nk ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ r✉❧❡s t♦ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞✳ ❇② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡✈❡r②
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ r✉❧❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r❤❡❛❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐♥❣
❡✈❡♥ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❛✛❡❝ts ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r s✉❝❤ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ✐s ②❡t t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ ♠✉st ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞
❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ♥♦❞❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r
♠❛✐♥ ♠❡♠♦r② ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ♦r s❦❡✇❡❞ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳ P❛r❛❧✲
❧❡❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ❖♣❡♥▼P✶ ❛♥❞ ▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡ ✭▼P■✮ ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡
❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t❤❛♥ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞✳
✹✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r
❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ❍❛❞♦♦♣✳
▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❖✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢
♦✉r s②st❡♠ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❤✐❣❤✲
✶❤tt♣✿✴✴♦♣❡♥♠♣✳♦r❣✴✇♣✴
✺✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❉❊❋❊❆❙■❇▲❊ ▲❖●■❈
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❘✉❧❡ s❡t
❘✉❧❡ ■❉ ❘✉❧❡ ♦r ❙✉♣❡r✐♦r✐t② r❡❧❛t✐♦♥
r✶ ❋✉❧❧Pr♦❢❡ss♦r✭❳✮ → Pr♦❢❡ss♦r✭❳✮✳
r✷ ❆ss♦❝✐❛t❡Pr♦❢❡ss♦r✭❳✮ → Pr♦❢❡ss♦r✭❳✮✳
r✸ ❆ss✐st❛♥tPr♦❢❡ss♦r✭❳✮ → Pr♦❢❡ss♦r✭❳✮✳
r✹ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥❆✉t❤♦r✭P✱❳✮✱ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥❆✉t❤♦r✭P✱❨✮
→ ❝♦♠♠♦♥P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✭❳✱❨✮✳
r✺ t❡❛❝❤❡r❖❢✭❳✱❈✮✱ t❛❦❡s❈♦✉rs❡✭❨✱❈✮
→ t❡❛❝❤❡s✭❳✱❨✮✳
r✻ t❡❛❝❤✐♥❣❆ss✐st❛♥t❖❢✭❳✱❈✮✱ t❛❦❡s❈♦✉rs❡✭❨✱❈✮
→ t❡❛❝❤❡s✭❳✱❨✮✳
r✼ ❝♦♠♠♦♥P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✭❳✱❨✮
→ ❝♦♠♠♦♥❘❡s❡❛r❝❤■♥t❡r❡sts✭❳✱❨✮✳
r✽ ❤❛s❆❞✈✐s♦r✭❳✱❩✮✱ ❤❛s❆❞✈✐s♦r✭❨✱❩✮
→ ❝♦♠♠♦♥❘❡s❡❛r❝❤■♥t❡r❡sts✭❳✱❨✮✳
r✾ ❤❛s❘❡s❡❛r❝❤■♥t❡r❡st✭❳✱❩✮✱ ❤❛s❘❡s❡❛r❝❤■♥t❡r❡st✭❨✱❩✮
→ ❝♦♠♠♦♥❘❡s❡❛r❝❤■♥t❡r❡sts✭❳✱❨✮✳
r✶✵ ❤❛s❆❞✈✐s♦r✭❳✱❨✮
⇒ ❝❛♥❘❡q✉❡st❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥▲❡tt❡r✭❳✱❨✮✳
r✶✶ t❡❛❝❤❡s✭❨✱❳✮
⇒ ❝❛♥❘❡q✉❡st❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥▲❡tt❡r✭❳✱❨✮✳
r✶✷ t❡❛❝❤❡s✭❨✱❳✮✱ P♦st❣r❛❞✉❛t❡❙t✉❞❡♥t✭❨✮
⇒ ¬❝❛♥❘❡q✉❡st❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥▲❡tt❡r✭❳✱❨✮✳
r✶✷ > r✶✶✳
r✶✸ Pr♦❢❡ss♦r✭❳✮✱ ✇♦r❦s❋♦r✭❳✱❉✮✱
s✉❜❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❖❢✭❉✱❯✮ ⇒ ❝❛♥❇❡❝♦♠❡❉❡❛♥✭❳✱❯✮✳
r✶✹ Pr♦❢❡ss♦r✭❳✮✱ ❤❡❛❞❖❢✭❳✱❉✮✱
s✉❜❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❖❢✭❉✱❯✮ ⇒ ¬❝❛♥❇❡❝♦♠❡❉❡❛♥✭❳✱❯✮✳
r✶✹ > r✶✸✳
r✶✺ ✇♦r❦s❋♦r✭❳✱❉✮ ⇒ ❝❛♥❇❡❝♦♠❡❍❡❛❞❖❢✭❳✱❉✮✳
r✶✻ ✇♦r❦s❋♦r✭❳✱❉✮✱ ❤❡❛❞❖❢✭❩✱❉✮✱
❝♦♠♠♦♥❘❡s❡❛r❝❤■♥t❡r❡sts✭❳✱❩✮
⇒ ¬❝❛♥❇❡❝♦♠❡❍❡❛❞❖❢✭❳✱❉✮✳
r✶✻ > r✶✺✳
r✶✼ t❡❛❝❤❡s✭❨✱❳✮ ⇒ s✉❣❣❡st❆❞✈✐s♦r✭❳✱❨✮✳
r✶✽ t❡❛❝❤❡s✭❨✱❳✮✱ ❤❛s❆❞✈✐s♦r✭❳✱❩✮
 ¬s✉❣❣❡st❆❞✈✐s♦r✭❳✱❨✮✳
r✶✽ > r✶✼✳
✹✳✸✳ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆ ✺✼
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s②st❡♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦❝❡ss ❞❛t❛s❡ts ♦❢
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐③❡ ✐♥ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ t♦ ♣❡r✲
❢♦r♠ ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s✐③❡s ✭②❡t s✐♠✐❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✮✳
❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ s❝❛❧✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t
t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❤✐❜✐t♦r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ s②st❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ❧♦❛❞✲❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡
♥♦❞❡s ❬✸✸❪✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❢♦❝✉s❡❞ ♦✉r s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ❛s♣❡❝t✳
❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❍❛❞♦♦♣ ✐s ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ▼❛♣ t❛s❦s ♦♥❧② ✉s❡ ❧♦❝❛❧ ❞❛t❛ ✭✐♠♣❧②✐♥❣ ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✮ ❛♥❞ ❘❡❞✉❝❡ ♦♣❡r❛t❡s ✉s✐♥❣ ❤❛s❤✲♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss
t❤❡ ❝❧✉st❡r ✭r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❞❛t❛ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r s✐③❡✮✳ ■♥ t❤✐s ❧✐❣❤t✱ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ❞♦ ♥♦t ❛r✐s❡ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♠♣✉t❡ ♥♦❞❡s✱ ❜✉t ❜② t❤❡ ✉♥❡q✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ✐♥ ❡❛❝❤ r❡❞✉❝❡ t❛s❦✳ ❆s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡ ♥♦❞❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤✐s ✉♥❡q✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞
❤❛♠♣❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
P❧❛t❢♦r♠✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ■❇▼ ①✸✽✺✵ s❡r✈❡r ✇✐t❤ ✹✵ ❝♦r❡s
❛♥❞ ✼✺✵●❇ ♦❢ ❘❆▼✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❳■❱ ❙t♦r❛❣❡ ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦ ✭❙❆◆✮✱ ✉s✐♥❣ ❛ ✶✵●❜♣s
st♦r❛❣❡ s✇✐t❝❤✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ■❇▼ ❍❛❞♦♦♣ ❈❧✉st❡r ✈✶✳✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❍❛❞♦♦♣
✈✵✳✷✵✳✷✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ r❡❞✉❝❡ ▼❛♣ t❛s❦ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢
❱❡r♥✐❝❛ ❡t ❛❧✳ ❬✻✶❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ r✉♥ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ t❤❡r❡ ✇❛s ♥♦
❞✐r❡❝t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❛❧❧ ❞❛t❛ ✇❛s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♣❡rs✐st❡♥t
st♦r❛❣❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❛♣♣❡rs ❛♥❞ ❘❡❞✉❝❡rs ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r❡s
✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✭✐✳❡✳ ✹✵✮✳
✹✳✸✳✶ ▲❯❇▼ ❯s❡ ❈❛s❡
❉❛t❛s❡t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ s②st❡♠s✱ ▲❯❇▼✷✳
▲❯❇▼ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❝❛❧❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s✐③❡ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♣ t♦ ✽✵✵✵ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶ ❜✐❧❧✐♦♥ tr✐♣❧❡s✳
❘✉❧❡ s❡t✳ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ▲❯❇▼ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❘❉❋❙ ❛♥❞ ❖❲▲✷✲❘▲✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s ❛r❡ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r s②st❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❝r❡❛t❡❞ t❤❡ r✉❧❡s❡t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r r✉❧❡ s❡t✱ ❛r❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ▲❯❇▼ ♦♥t♦❧♦❣② ❛s ♦✇❧ ❝❧❛ss❡s✿ ❋✉❧❧Pr♦❢❡ss♦r✱ ❆ss♦❝✐❛t❡Pr♦❢❡ss♦r✱ ❆ss✐st❛♥tPr♦❢❡ss♦r✱
Pr♦❢❡ss♦r ❛♥❞ ●r❛❞✉❛t❡❙t✉❞❡♥t ✭✉s❡❞ ❛s✿ P♦st❣r❛❞✉❛t❡❙t✉❞❡♥t✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱
✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r r✉❧❡ s❡t✱ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▲❯❇▼ ♦♥t♦❧♦❣② ❛s ♦✇❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥❆✉t❤♦r✱
t❡❛❝❤❡r❖❢✱ t❛❦❡s❈♦✉rs❡✱ t❡❛❝❤✐♥❣❆ss✐st❛♥t❖❢✱ ❛❞✈✐s♦r ✭✉s❡❞ ❛s✿ ❤❛s❆❞✈✐s♦r✮✱ r❡s❡❛r❝❤■♥✲
t❡r❡st ✭✉s❡❞ ❛s✿ ❤❛s❘❡s❡❛r❝❤■♥t❡r❡st✮✱ ✇♦r❦s❋♦r✱ s✉❜❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❖❢ ❛♥❞ ❤❡❛❞❖❢✳ ❚❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦✉r r✉❧❡ s❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡
✷❤tt♣✿✴✴s✇❛t✳❝s❡✳❧❡❤✐❣❤✳❡❞✉✴♣r♦❥❡❝ts✴❧✉❜♠✴
✺✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❉❊❋❊❆❙■❇▲❊ ▲❖●■❈
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ▼✐♥✐♠✉♠✱ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❞✉❝❡ t❛s❦ r✉♥t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❥♦❜ ✇✐t❤ ✹✵
r❡❞✉❝❡ t❛s❦s✳
r❡❛s♦♥✐♥❣✳
▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ✽ ❥♦❜s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❛❜♦✈❡ r✉❧❡ s❡t✳ ❚❤❡ ✜rst ❥♦❜ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛ss ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ✭✇❤✐❝❤ ✇❡
❛❧s♦ ✉s❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ r✉❧❡s r✶✲r✸✮✳ ❋♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❥♦❜s✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ ✜r❡❞ r✉❧❡s ❛♥❞
t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ str❛t✉♠ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❥♦❜ ❝♦♠♣✉t❡s r✉❧❡s r✹✲r✻✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ❥♦❜ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ r✹✲r✻ ❛r❡ str✐❝t r✉❧❡s✳ ❲❡
❝♦♠♣✉t❡ r✉❧❡s r✼✲r✶✹ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❥♦❜ ✇❤✐❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡♠✱ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✜❢t❤ ❥♦❜✳ ❏♦❜s s✐① ❛♥❞ s❡✈❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ r✉❧❡s r✶✺✲r✶✽✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❤t❤ ❥♦❜ ✇❡
♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ r✶✺✲r✶✽✱ ✜♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ▼✐♥✐♠✉♠✱ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❞✉❝❡ t❛s❦ r✉♥t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❥♦❜ ✇✐t❤ ✹✵✵
r❡❞✉❝❡ t❛s❦s✳
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿ ✭❛✮ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡✱ ♦✉r s②st❡♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✈❡r②
❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ❡❛s✐❧② s❝❛❧✐♥❣ t♦ ✶ ❜✐❧❧✐♦♥ tr✐♣❧❡s✳ ✭❜✮ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ r❡❣❛r❞
t♦ ❞❛t❛s❡t s✐③❡ ❛r❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t✿ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢
♦✉r s②st❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉r s②st❡♠ ❝❛♥ ♣r♦❝❡ss ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✶✷✺ ♠✐❧❧✐♦♥
tr✐♣❧❡s ❛t ❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ✷✼❑t♣s✱ ❢♦r ✶ ❜✐❧❧✐♦♥ tr✐♣❧❡s✱ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❜❡❝♦♠❡s ✻✸❑t♣s✳
❚❤✐s ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❥♦❜ st❛rt✉♣ ❝♦sts ❛r❡ ❛♠♦rt✐③❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦♥❣❡r r✉♥t✐♠❡
♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ❞❛t❛s❡ts✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r s②st❡♠ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞
s❝❛❧❡s ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ♦✉r
s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ s✐③❡ ♣r❡❝❧✉❞❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐t ✐s ❝r✐t✐❝❛❧
t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❧♦❛❞✲❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✐♥ t②♣✐❝❛❧ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧♦❛❞✲❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s
❛r✐s❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❞✉❝❡ t❛s❦ ✈❛r② ✇✐❞❡❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❜♦tt❧❡♥❡❝❦✳ ❚♦ t❡st ♦✉r s②st❡♠ ❢♦r s✉❝❤ ✐ss✉❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❞✉❝❡ t❛s❦s t♦ ✹✵✵✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t
t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r ✹✵✵ r❡❞✉❝❡ t❛s❦s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥✐❢♦r♠✱ ♦✉r s②st❡♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦
s❝❛❧❡ ❛t ❧❡❛st t♦ t❤❛t s✐③❡✳
❋✐❣✉r❡s ✹✳✽ ❛♥❞ ✹✳✾ s❤♦✇ t❤❡ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❞✉❝❡ t❛s❦s✱ ❢♦r ✶ ❜✐❧❧✐♦♥
tr✐♣❧❡s ❛♥❞ ✹✵ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮ ♦r ✹✵✵ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮ r❡❞✉❝❡ t❛s❦s✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠s ❜❛❞❧② ✇❤❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛s❦ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ r✉♥t✐♠❡✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r t❛s❦s ✇♦✉❧❞
♥❡❡❞ t♦ ✇❛✐t ❢♦r ✐t t♦ ✜♥✐s❤✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ♥♦ s✉❝❤ t❛s❦ ❡①✐sts✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♠❛② ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❢❛st❡r ✇✐t❤ ✹✵✵ r❡❞✉❝❡ t❛s❦s✳ ❚❤✐s
✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ ❜♦t❤ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦r❡ ✐♥ ♦✉r ♣❧❛t❢♦r♠ ❝❛♥ ♣r♦❝❡ss t✇♦ t❤r❡❛❞s
✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❍❛❞♦♦♣ t❤❛t r❡s✉❧t ✐♥ t❛s❦s✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
✻✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❉❊❋❊❆❙■❇▲❊ ▲❖●■❈
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶●❇✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ ❤✐❣❤❡r t❤r♦✉❣❤♣✉t t❤❛♥ ❧❛r❣❡r t❛s❦s✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♥♦t ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✱ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ✐s ✐♥
❧✐♥❡ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❞♦✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❘❉❋
st♦r❡s ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❡♥❣✐♥❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❖❲▲■▼ ❝❧❛✐♠s ❛ ✶✹✳✹✲❤♦✉r ❧♦❛❞✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡
s❛♠❡ ❞❛t❛s❡t ✇❤❡♥ ❞♦✐♥❣ ❖❲▲ ❤♦rst ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✸✳ ❲❡❜P■❊ ❬✹✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥
▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❖❲▲✲❤♦rst ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ✸✺ ♠✐♥✉t❡s✱ ❛❧❜❡✐t ♦♥ ✻✹ ❧♦✇❡r✲s♣❡❝
♥♦❞❡s ❛♥❞ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❡♥❝♦❞✐♥❣ st❡♣✳
●✐✈❡♥ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞r❛✇♥ ❞✐r❡❝t❧②✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❦❡② t♦ t❤❡
❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ✏❞❡♣t❤✑ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ✜①❡❞✱ ♦♥ ❛
♣❡r r✉❧❡ s❡t ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜s✱
✇❤✐❝❤ ❜❡❛r s✐❣♥✐✜❝❛♥t st❛rt✉♣ ❝♦sts✱ ✐s ❛❧s♦ ✜①❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✏♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡✑ ♥❛t✉r❡
♦❢ str❛t✐✜❡❞ ❧♦❣✐❝s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❤❛✈❡ ❧❡ss ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛❝ts ✐♥ t❤❡
s②st❡♠✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ▲❯❇▼ ♣r♦❞✉❝❡s ❢❛✐r❧② ✉♥✐❢♦r♠
❞❛t❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❦❡✇ ✐♥ ▲❯❇▼ ✭❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❡r♠s s✉❝❤ ❛s
r❞❢✿t②♣❡✮✱ t❤❡ r✉❧❡ s❡t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❥♦✐♥s ♦♥ s✉❝❤
❤✐❣❤❧② s❦❡✇❡❞ t❡r♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✶✸❪ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❝♦♣❡
✇✐t❤ ❤✐❣❤❧② s❦❡✇❡❞ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ③✐♣❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
✸❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♦♥t♦t❡①t✳❝♦♠✴♦✇❧✐♠✴❜❡♥❝❤♠❛r❦✲r❡s✉❧ts✴❧✉❜♠
❈❤❛♣t❡r ✺
❙tr❛t✐✜❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ▲♦❣✐❝
Pr♦❣r❛♠s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s st✉❞✐❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
str❛t✐✜❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s✱ ❛s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r
str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠s✳
✺✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠s✱ ❛❞❞r❡ss s❡✈❡r❛❧
s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ❛r✐s✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✱ ❢♦r ❛ str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠✱ ❧✐t❡r❛❧s t❤❛t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s
✐♥♣✉t ✭❢❛❝ts✮ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ r❛♥❦ ✵✳ Pr❡❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② r✉❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥♦
♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ r❛♥❦ ✵✱ ❛s ✇❡❧❧✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❧✐t❡r❛❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②
♦♥❧② ♦♥ r❛♥❦ ✵✱ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ r❛♥❦ ✶✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❧✐t❡r❛❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ♦♥ r❛♥❦ k−1✱
❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ r❛♥❦ k✳ ❚❤✉s✱ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✜♥✐s❤❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ r❛♥❦✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
r✭❳✱❨✮ ← q✭❳✱❨✮✱ ♥♦t ♣✭❳✱❨✮✳
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❨✮✱ ♥♦t ❝✭❳✱❩✮✱ ♥♦t ❞✭❨✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ s❤♦✇s ❤♦✇ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ r❛♥❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
r❛♥❦ ✵✿ ❛✱ ❜✱ ❝✱ ❞✱ q
r❛♥❦ ✶✿ ♣
r❛♥❦ ✷✿ r
♣❧❛✐♥ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✱ ✇❤✐❧❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝②✳
❖♥❝❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ r❛♥❦s✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿
✻✶
✻✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❘❆❚■❋■❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙ ❖❋ ▲❖●■❈ P❘❖●❘❆▼❙
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ Pr❡❞✐❝❛t❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ r❛♥❦s✳
❖✈❡r❛❧❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✿
❙❡t ❑❇ ❂ ❢❛❝ts❀
❢♦r ✭✐❂✵❀ ✐❁❂◆❀ ✐✰✰✮ ❞♦
❞♦
♥❡✇❴❑❇ ❂ P❡r❢♦r♠❴r❡❛s♦♥✐♥❣✭✐✱ ❑❇✮❀
❑❇ ✰❂ ♥❡✇❴❑❇❀
✇❤✐❧❡ ✭♥❡✇❴❑❇ ✦❂ ♥✉❧❧✮ ❭❭ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ❢✐①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞
❞♦♥❡
■♥✐t✐❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞❞ ❢❛❝ts t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✭❑❇✮✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❛♥❦ ✭✵ t♦ ◆✱
✇❤❡r❡ ◆ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❛♥❦ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠✮ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❧❛t❡r
✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✭P❡r❢♦r♠❴r❡❛s♦♥✐♥❣✭✐✱ ❑❇✮✮✱ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ r❛♥❦ ✇❡
❛r❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ✭✐✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✭❑❇✮✱ ✇❤✐❧❡ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞
❧✐t❡r❛❧s ❛s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ r❛♥❦✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♥❡✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✭✇❤✐❧❡ ✭♥❡✇❴❑❇ ✦❂ ♥✉❧❧✮✮✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r r❛♥❦ ✐✱ ✇❡
❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t r❛♥❦✱ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ r❛♥❦s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s
✜♥✐s❤❡❞✱ ❧✐t❡r❛❧s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦✉r ❑❇ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ ✇❤♦s❡ t❤❛t
❛r❡ ♥♦t ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❣r❛♠✿
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❨✮✱ ♥♦t ❝✭❳✱❩✮✱ ♥♦t ❞✭❨✮✳
❤❡r❡ ♣✭❳✱❨✮ ✐s ♦✉r ✜♥❛❧ ❣♦❛❧✱ ❛✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ❜✭❩✱❨✮ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s✱ ❛♥❞ ♥♦t ❝✭❳✱❩✮
❛♥❞ ♥♦t ❞✭❨✮ ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣r♦✉♣ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s ✐♥t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❣♦❛❧✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✭s❛② ❛❜✮ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛❧❧
t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✭❳✱❨✮ ♣❧✉s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
s✉❜❣♦❛❧s ✭❳✱❩✱❨✮✱ ♥❛♠❡❧② ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❜✭❳✱❩✱❨✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ r✉❧❡✱ ❛❧❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✭❳✱❨✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ r✉❧❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s ✭❳✱❩✱❨✮ ✐s ❛ s✉❜s❡t ✭⊆✮ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s ✭❳✱❩✱❨✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✭♣✭❳✱❨✮✮ ✇❡ r❡t❛✐♥
✺✳✶✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ❉❊❙❈❘■P❚■❖◆ ✻✸
❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ✭❛❜✭❳✱❩✱❨✮✮ t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦ ❡q✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ❛♥② ♥❡❣❛t✐✈❡
s✉❜❣♦❛❧ ✭♥♦t ❝✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ♥♦t ❞✭❨✮✮ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ✭❳✱❩ ❛♥❞ ❨ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳
❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❥♦✐♥ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❥♦✐♥s ✭s❡❡ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✮
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧s✱ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❥♦✐♥s ✭s❡❡ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✮ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
✜♥❛❧ ❣♦❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♠❛② ❛♣♣❧② t♦ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❣r❛♠s ✭s❡❡ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✮✳
✺✳✶✳✶ P♦s✐t✐✈❡ ●♦❛❧s ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❨✮✳
❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝ts ❢♦r ❛ ❛♥❞ ❜
❛✭✶✱✷✮ ❛✭✶✱✸✮ ❜✭✷✱✹✮ ❜✭✸✱✹✮
❆ s✐♥❣❧❡ ❥♦✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡✐t❤❡r ✐♥ Map ♦r Reduce✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛
r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ s✐♥❝❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇❡ ❥♦✐♥ ❛✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ❜✭❩✱❨✮ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t
❩ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♣✭❳✱❨✮✳
❙✐♥❣❧❡ ❥♦✐♥ ✐♥ ❘❡❞✉❝❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ❥♦✐♥s ✭❢♦r t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r✉❧❡✮
❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ Reduce ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡✿
♠❛♣✭▲♦♥❣ ❦❡②✱ ❙tr✐♥❣ ✈❛❧✉❡✮✿
✴✴ ❦❡②✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭✐rr❡❧❡✈❛♥t✮
✴✴ ✈❛❧✉❡✿ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧✐♥❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧✮
✐❢ ✭✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂❂ ✧❛✧✮ t❤❡♥
❡♠✐t✭✈❛❧✉❡✳❩✱ ④✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡✱✈❛❧✉❡✳❳⑥✮❀
❡❧s❡ ✐❢ ✭✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂❂ ✧❜✧✮ t❤❡♥
❡♠✐t✭✈❛❧✉❡✳❩✱ ④✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡✱✈❛❧✉❡✳❨⑥✮❀
r❡❞✉❝❡✭❙tr✐♥❣ ❦❡②✱ ■t❡r❛t♦r ✈❛❧✉❡s✮✿
✴✴ ❦❡②✿ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t
✴✴ ✈❛❧✉❡s✿ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣
❢♦r ❡❛❝❤ ✭✈❛❧✉❡ ✐♥ ✈❛❧✉❡s✮ ❞♦
✐❢ ✭✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂❂ ✧❛✧✮ t❤❡♥
❛❴▲✐st✳❛❞❞✭✈❛❧✉❡✳❳⑥✮
❡❧s❡
❜❴▲✐st✳❛❞❞✭✈❛❧✉❡✳❨✮
❢♦r ❡❛❝❤ ✭❛ ✐♥ ❛❴▲✐st✮ ❞♦
❢♦r ❡❛❝❤ ✭❜ ✐♥ ❜❴▲✐st✮ ❞♦
❡♠✐t✭✧♣✭❛✳❳✱❜✳❨✮✧✱✧✧✮❀
✻✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❘❆❚■❋■❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙ ❖❋ ▲❖●■❈ P❘❖●❘❆▼❙
❚❤❡Map ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡♠✐t ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ <❩✱✭❛✱❳✮> ❢♦r ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛ ❛♥❞ <❩✱✭❜✱❨✮>
❢♦r ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❜✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs✿
<✷✱ ✭❛✱✶✮>
<✸✱ ✭❛✱✶✮>
<✷✱ ✭❜✱✹✮>
<✸✱ ✭❜✱✹✮>
▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❣r♦✉♣✐♥❣✴s♦rt✐♥❣ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛t❡ ♣❛✐rs✿
<✷✱ <✭❛✱✶✮✱ ✭❜✱✹✮>>
<✸✱ <✭❛✱✶✮✱ ✭❜✱✹✮>>
❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡ ✇❡ ♠❛t❝❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛ ❛♥❞ ❜ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t
✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❦❡②✮ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ❡♠✐t ♥❡✇ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡r ✇✐t❤ ❦❡②✿
✷ ✇✐❧❧ ❡♠✐t ♣✭✶✱✹✮
✸ ✇✐❧❧ ❡♠✐t ♣✭✶✱✹✮
❆s ✇❡ s❡❡ ✐♥ ♦✉r s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣✭✶✱✹✮ ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ t✇✐❝❡✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜❧t❡r ♦✉t
❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❛s s♦♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❛s ✇❡❧❧✱
❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋♦r ❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r ❞✉♣❧✐❝❛t❡
❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛s ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❢♦r r❡❛❞❡rs t❤❛t ❛r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡
❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❙✐♥❣❧❡ ❥♦✐♥ ✐♥ ▼❛♣✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧② s❦❡✇❡❞ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❥♦✐♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ Reduce ❞✉❡ t♦ s❦❡✇❡❞ ✇♦r❦❧♦❛❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts s❡✈❡r❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❥♦✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞✉r✐♥❣ Map ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦
r❡❧❛t✐♦♥s ✜ts ✐♥ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❆s ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❑♦t♦✉❧❛s ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ ❛♥❞ ❉✉❛♥ ❡t
❛❧✳ ❬✻✷❪ s❤♦✇ t❤❛t s❡♠❛♥t✐❝ ✇❡❜ ❞❛t❛ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② s❦❡✇❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ③✐♣❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❏♦✐♥s
❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ Map ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡✿
✴✴ ❈r❡❛t❡ ❛♥ ✐♥ ♠❡♠♦r② ▼❛♣ ❢r♦♠ ❛✳❩ t♦ ❛✳❳
❛❴❍❛s❤▼❛♣ ❂ ❧♦❛❞❴❧✐t❡r❛❧s❴✇✐t❤❴♣r❡❞✐❝❛t❡❴❛✭✮❀
♠❛♣✭▲♦♥❣ ❦❡②✱ ❙tr✐♥❣ ✈❛❧✉❡✮✿
✴✴ ❦❡②✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t
✴✴ ✈❛❧✉❡✿ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧✐♥❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧✮
✐❢ ✭✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂❂ ✧❜✧✮ t❤❡♥
✐❢ ✭❛❴❍❛s❤▼❛♣✳❝♦♥t❛✐♥s✭❜✳❩✮✮ t❤❡♥
❢♦r ❡❛❝❤ ✭❳ ✐♥ ❛❴❍❛s❤▼❛♣✳❦❡②✭❜✳❩✮✳✐t❡r❛t♦r✭✮✮ ❞♦
❡♠✐t✭✧♣✭❳✱❜✳❨✮✧✱✧✧✮❀
❋✐rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❧♦❛❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② ❢❛❝ts ❢♦r ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛✱ ♥❛♠❡❧② ❛✭✶✱✷✮ ❛♥❞ ❛✭✶✱✸✮✱ ❛♥❞
❝r❡❛t❡ ❛ ❍❛s❤▼❛♣ ❢r♦♠ ❛✳❩ t♦ ❛✳❳ ✭❧♦❛❞❴❧✐t❡r❛❧s❴✇✐t❤❴♣r❡❞✐❝❛t❡❴❛✭✮✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✲
❛ss✉r❡ q✉✐❝❦ ❧♦♦❦✉♣s✳ ❉✉r✐♥❣Map✱ ✇❡ tr❛✈❡rs❡ t❤r♦✉❣❤ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ ✇✐t❤
✺✳✶✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ❉❊❙❈❘■P❚■❖◆ ✻✺
♣r❡❞✐❝❛t❡ ❜ ✭✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂❂ ✏❜✧✮✱ ✇❡ ❧♦♦❦✉♣ t❤❡ ❍❛s❤▼❛♣ ✭❛❴❍❛s❤▼❛♣✳❝♦♥t❛✐♥s✭❜✳❩✮✮
❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❩ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ t✇♦ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❥♦✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t
✭❩✮✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❡♠✐t ❛ ♥❡✇ ❧✐t❡r❛❧ ✭♣✭❳✱❜✳❨✮✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❳ ✐♥ t❤❡ ❍❛s❤▼❛♣✳ ❉✉r✐♥❣
t❤❡ ♠❛♣ ♣❤❛s❡ t❤❡ Map ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡✿
❜✭✷✱✹✮ ✇✐❧❧ ❡♠✐t ♣✭✶✱✹✮
❜✭✸✱✹✮ ✇✐❧❧ ❡♠✐t ♣✭✶✱✹✮
❋♦r ❥♦✐♥s t❤❛t ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ Map✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡ ❢♦r ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❡❧✐♠✲
✐♥❛t✐♦♥✳ ❉✉♣❧✐❝❛t❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❞✉r✐♥❣ ❣r♦✉♣✐♥❣✴s♦rt✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣
✭Reduce ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❜② ❡♠✐tt✐♥❣ ❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ ✭❦❡②✮ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✭✐♥ t❤✐s
❝❛s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞✮✳ ❋♦r ❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ Reduce ❛s ✐t
✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❢♦r r❡❛❞❡rs t❤❛t ❛r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
▼✉❧t✐♣❧❡ ❥♦✐♥s ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤♦✇ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❥♦✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡
♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❥♦✐♥s ✭♠✉❧t✐✲✇❛② ❥♦✐♥✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
q✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❲✮✱ ❝✭❲✱❨✮✳
♣✭❳✱❨✮ ← ❝✭❲✱❨✮✱ ❜✭❩✱❲✮✱ ❛✭❳✱❩✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ q✭❳✱❨✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❥♦✐♥ t✇✐❝❡✱ ❜② ✜rst
❥♦✐♥✐♥❣ ❛✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ❜✭❩✱❲✮ ♦♥ ❩✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ t❡♠♣♦r❛r② ❧✐t❡r❛❧ ✭s❛② ❛❜✭❳✱❲✮✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥
❥♦✐♥ ❛❜✭❳✱❲✮ ❛♥❞ ❝✭❲✱❨✮ ♦♥ ❲ ✭♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡
♠✉❧t✐✲✇❛② ❥♦✐♥ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡❛❝❤
r✉❧❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ ❜♦t❤ r✉❧❡s ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❇♦t❤ r✉❧❡s ❝♦♥s✐st
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t❤r❡❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✭❛✱❜✱❝✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ✭❛✱❜ ❤❛✈❡ ❩
❛♥❞ ❜✱❝ ❤❛✈❡ ❲✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♠❛② ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❥♦✐♥s ♦♥❝❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ❧✐t❡r❛❧s
❢♦r ❜♦t❤ q✭❳✱❨✮ ❛♥❞ ♣✭❳✱❨✮✳
▼✉❧t✐✲✇❛② ❥♦✐♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❋✐s❝❤❡ ❬✻✸❪ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② ❆❢r❛t✐ ❡t
❛❧✳ ❬✻✹❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❆❢r❛t✐
❡t ❛❧✳ ❬✻✹❪ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡
❜❡tt❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ t❤❛♥ ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✭✉♥✐❢♦r♠ ♦r s❦❡✇❡❞✮✳
✺✳✶✳✷ ❋✐♥❛❧ ●♦❛❧ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❖♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥t✐✲❥♦✐♥s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s
♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡t❛✐♥ ❛s ✜♥❛❧ ❣♦❛❧s ❧✐t❡r❛❧s ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿
❛✭❳✮ ← ❜✭❳✮✱ ♥♦t ❝✭❳✮✳
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡t❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❳ t❤❛t ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❜✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ ❝✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥
❛♥t✐✲❥♦✐♥✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❥♦✐♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡♠✐tt✐♥❣ ❛ ✜♥❛❧
❣♦❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❳ t❤❛t ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❜✱ ❛♥❞ ♥♦t ❜② t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❝✳
✻✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❘❆❚■❋■❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙ ❖❋ ▲❖●■❈ P❘❖●❘❆▼❙
✺✳✶✳✸ ❙♣❡❝✐❛❧ ❈❛s❡s
●♦❛❧s ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧✱ ♣r✐♦r
t♦ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥t✐✲❥♦✐♥s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ❛♥❞ t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s ❤❛✈❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿
❛✭❳✮ ← ❜✭❳✮✱ ♥♦t ❝✭❨✮✳
❤❡r❡ ❜✭❳✮ ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ❛♥❞ ♥♦t ❝✭❨✮ ✐s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❣♦❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧ ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ✇✐❧❧
❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡ ❜② ♦♠✐tt✐♥❣ ❛♥t✐✲❥♦✐♥s s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳
❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜✲
❣♦❛❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❙✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿
❛✭❳✱❨✮ ← ❜✭❳✮✱ ❝✭❨✮✱ ♥♦t ❞✭❳✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ✭s❛② ❜❝✭❳✱❨✮✮ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥
♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❜✭❳✮ ❛♥❞ ❝✭❨✮✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❝❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ ❜✭❳✮ ♦r ❝✭❨✮ ✜ts ✐♥ ♠❡♠♦r② ✭s❛② ❜✭❳✮✮✱ t❤❡♥ ❝❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❥♦✐♥ t❤❛t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ Map✳ ❲❡ ❧♦❛❞ ❜✭❳✮ ✐♥
♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ✇❤✐❧❡ ❛ Map ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❝✭❨✮✳ ❚❤✉s✱ ❝❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ✐s
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝✭❨✮ ✇✐t❤ ❡✈❡r② ❜✭❳✮ t❤❛t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠❡♠♦r②✳
◆❡st❡❞ s✉❜❣♦❛❧s✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ r✉❧❡s ✇❤❡r❡ ♥♦t ✇❛s
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
r✉❧❡s ✇❤❡r❡ ♥♦t ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❨✮✱ ♥♦t ✭❝✭❳✱❩✮✱ ♥♦t ❞✭❨✮✮✳
❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ♣✭❳✱❨✮ ❜② r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❡❛❝❤ ♥♦t t❤❛t
❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✇✐t❤ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✲
✐♥❣ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ✐♥t♦ ❉✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ◆♦r♠❛❧ ❋♦r♠✳ ▲❡t ✉s ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✿
❛✭❳✱❩✮ ∧ ❜✭❩✱❨✮ ∧ ♥♦t ✭❝✭❳✱❩✮ ∧ ♥♦t ❞✭❨✮✮✳ ≡
❛✭❳✱❩✮ ∧ ❜✭❩✱❨✮ ∧ ✭♥♦t ❝✭❳✱❩✮ ∨ ❞✭❨✮✮✳ ≡
✭❛✭❳✱❩✮ ∧ ❜✭❩✱❨✮ ∧ ♥♦t ❝✭❳✱❩✮✮ ∨ ✭❛✭❳✱❩✮ ∧ ❜✭❩✱❨✮ ∧ ❞✭❨✮✮✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ✇❡ ♠❛② r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❜②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ♥❡✇ r✉❧❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡
❝❧❛✉s❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ r✉❧❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ r✉❧❡ ✐s t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
r✉❧❡ ✭♣✭❳✱❨✮✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ r✉❧❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡
❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❣r❛♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿
✺✳✶✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ❉❊❙❈❘■P❚■❖◆ ✻✼
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❨✮✱ ♥♦t ❝✭❳✱❩✮✳
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❨✮✱ ❞✭❨✮✳
❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❡ ♠❛② ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❛♥❦s ❛♥❞
t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❣r❛♠ ✐s str❛t✐✜❡❞
❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛❧❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
s✉❜❣♦❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s ✐s ❛ s✉❜s❡t ✭⊆✮ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢
❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s✮✳
✺✳✶✳✹ ❋✐♥❛❧ ❘❡♠❛r❦s
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❨✮✱ ♥♦t ❝✭❳✱❩✮✱ ♥♦t ❞✭❨✮✳
❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ❛❜✭❳✱❩✱❨✮✱
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t✇♦ ❛♥t✐✲❥♦✐♥s✱ ✜rst ✇✐t❤ ❝✭❳✱❩✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇✐t❤ ❞✭❨✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇
❛ ♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ♠✐①✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❥♦✐♥s ❛♥❞ ❛♥t✐✲❥♦✐♥s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r
t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛♥t✐✲❥♦✐♥ ♦♥ ❛✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ❝✭❳✱❩✮✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣
❛❝✭❳✱❩✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t✐✲❥♦✐♥ ♦♥ ❜✭❩✱❨✮ ❛♥❞ ❞✭❨✮✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❜❞✭❩✱❨✮✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❥♦✐♥
❛❝✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ❜❞✭❩✱❨✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❧❡ss ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❧❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✭♣✭❳✱❨✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛ss✉r❡ ❝♦rr❡❝t ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥t✐✲❥♦✐♥s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥t✐✲❥♦✐♥ ♦♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✉st ❤♦❧❞✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧ ✭◆❙✮ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡
s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧ ✭P❙✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t✇♦ s❡ts ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝♦♠♠♦♥
❛r❣✉♠❡♥t✱ ♥❛♠❡❧② NS ⊆ PS ❛♥❞ (NS ∩ PS) 6= ∅✳
◆♦✇ ❧❡t ✉s ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ■t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t
❢♦r ❡❛❝❤ r✉❧❡✱ ❛❧❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ♥♦t ❜✭❩✱❨✮✳
❤❡r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❳ ✐♥ ❛✭❳✱❩✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡t new❴Y =
H❴U − Y❴In❴b(Z, Y )✱ ✇❤❡r❡ H❴U ✐s t❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ Y❴In❴b(Z, Y ) ✐s t❤❡
s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❨ t❤❛t ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❜✭❩✱❨✮ s✉❝❤ t❤❛t ❛✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ❜✭❩✱❨✮ ❤❛✈❡ ❝♦♠♠♦♥
✈❛❧✉❡s ♦♥ ❩✳ ❙✉❝❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r❤❡❛❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ new❴Y ✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❡✐t❤❡r ❛ ❝❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❳ ✇✐t❤ ✐ts ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜s❡t new❴Y ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ s❡❡ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✮ ♦r
st♦r✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✭♣✭❳✱❨✮✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♣✭❳✱new❴Y ✮ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❧♦♥❣ new❴Y
s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛✛❡❝t ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳
❲❡ ❤❛✈❡ ♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛♥t✐✲❥♦✐♥✱ t❤❡
s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧ ♠✉st ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ✭⊆✮ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
✻✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❘❆❚■❋■❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙ ❖❋ ▲❖●■❈ P❘❖●❘❆▼❙
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❨✮✱ ♥♦t ❜✭❨✱❩✮✳
❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛♥t✐✲❥♦✐♥ ♦♥ ❛✭❳✱❨✮ ❛♥❞ ♥♦t ❜✭❨✱❩✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✭♣✭❳✱❨✮✮ s✐♥❝❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❨ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❛❧❧ ❧✐t❡r❛❧s ❜✭❨✱
❍❴❯✮✱ ✇❤❡r❡ H❴U ✐s t❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❡✱ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤✉s✱
❢♦r ❣✐✈❡♥ ❳✱❨ ✇❡ ♠❛② ✐♥❢❡r t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✭♣✭❳✱❨✮✮✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❜✭❨✱❩✮ t❤❛t ✐s
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① r✉❧❡s s✉❝❤ ❛s✿
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❨✮✱ ♥♦t ❝✭❩✱❲✮✱ ♥♦t ❞✭❲✱❯✮✳
❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ✐s ②❡t t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ s✐♥❝❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❩ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✭❩✱❲✮ ❛♥❞ ❞✭❲✱❯✮ t❤❛t ❛r❡ ❜♦t❤ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡✱
✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❋✉❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s ✭❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡✮ ♠❛② ❡❛s✐❧② ❜❡❝♦♠❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐♥❣ ❡✈❡♥ ❢♦r
s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❜✐❣ ❞❛t❛✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♥♦♥✲str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥
❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞
s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❢♦✉♥❞❡❞ s❡ts ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✾✮ ❛✛❡❝ts t❤❡
s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣ ∈ ❆ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦
❡✈❡r② ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ r✉❧❡ ❘ ♦❢ P ✇❤♦s❡ ❤❡❛❞ ✐s ♣✳ ❙✉❝❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜②
❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♥♦❞❡s ❞✉r✐♥❣ ♠❛♣ ♦r r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡✮✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r② ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ♦r s❦❡✇❡❞
❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳
❙♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢
❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐♥❝❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞
str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢❛❝ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r t♦ ❤✐❣❤❡r r❛♥❦s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡
r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛t ❡❛❝❤ r❛♥❦ ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❜❡✐♥❣ s♦✉♥❞ s✐♥❝❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r r❛♥❦ k ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡
❢♦r r❛♥❦s ✉♣ t♦ k − 1✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✐♥❝❡ r✉❧❡s ❢♦r
r❛♥❦ k ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳ ❆t ❡❛❝❤ r❛♥❦✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❣♦❛❧ ✜rst ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st ❛s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❥♦✐♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥t✐✲
❥♦✐♥s ♠♦❞❡❧ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛s ❢❛✐❧✉r❡ s✐♥❝❡ ❡✈❡r② ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛
❧♦✇❡r r❛♥❦ ✭❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮✳
✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▲✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ r✉❧❡ ❡♥❣✐♥❡s ♦♥
❞❛t❛ t❤❛t ✜t ✐♥ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❛r❣❡t❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ t❤❛t ❡①❝❡❡❞ t❤❡
❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❝❡rt❛✐♥
✺✳✷✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆ ✻✾
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❜② ▲✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❥♦✐♥ t❡sts✱ ❞❡❢❛✉❧t ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛❧♦❣ r❡❝✉rs✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝s ♦❢ ▲✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪ ❛r❡ ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
♣❡r❢♦r♠ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❞❡①✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ s✉❝❤ ❛♥
♦♣t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜❛s❡❞
♦♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤✉s✱ ❛❧❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦st✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧②✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ▲✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪ s❡♣❛r❛t❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♥❝❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡
♠❛② ♦✈❡r❧❛♣✳
❉❛t❛s❡t✳ ▲✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪ ❜❛s❡❞ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❞❛t❛s❡ts t❤❛t ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✉♣ t♦
s❡✈❡r❛❧ ♠✐❧❧✐♦♥s ❢❛❝ts✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✉♣ t♦ ✶ ❜✐❧❧✐♦♥ ❢❛❝ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ r❡❛ss✉r❡
s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡t s✐③❡s ❢♦r ❜♦t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞
③✐♣❢ ✭❤✐❣❤❧② s❦❡✇❡❞✮ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
▲❛r❣❡ ❥♦✐♥ t❡sts✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
♣i✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❨✮✳
❢♦r ✶ ≤ i ≤ N ✱ ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r✉❧❡ ♣❛tt❡r♥✳
❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧❛r❣❡ ❥♦✐♥s ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡t s✐③❡s✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s✱ ❞❛t❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳
❉❡❢❛✉❧t ♥❡❣❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡
❝❛♥♥♦t ✉s❡ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✇✐♥✲♥♦t✲✇✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ●❡❧❞❡r ❬✷✹❪ ✭❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥
▲✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s ❢♦r ❧♦❝❛❧❧② str❛t✐✜❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❈♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❨✮✱ ♥♦t ❜✭❳✱❨✮✳
❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥t✐✲❥♦✐♥s ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡t s✐③❡s✱ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ❢♦r ❛♥t✐✲❥♦✐♥s ❛s ❢♦r ❥♦✐♥s ✭s✐♥❝❡
✐t ❛✛❡❝ts ♦♥❧② t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t✮✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ♦♠✐tt❡❞✳
❉❛t❛❧♦❣ r❡❝✉rs✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❞❛t❛❧♦❣ r❡❝✉rs✐♦♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡
❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❥♦✐♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❥♦✐♥ t❡sts
✭❢♦r N = 1✮✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❥♦✐♥s✱ ❢♦r ✉♥✐❢♦r♠ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭③✐♣❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✮✱
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❩ ❢r♦♠ ✵✪ t♦ ✶✵✵✪✳ ■♥
s✉❝❤ ❛ ✇❛②✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✱ ❛s
t❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♠❛② ✈❛r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
P❧❛t❢♦r♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❛❞♦♦♣ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡
❢r❛♠❡✇♦r❦✶✱ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✵✳✹✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
✶❤tt♣✿✴✴❤❛❞♦♦♣✳❛♣❛❝❤❡✳♦r❣✴♠❛♣r❡❞✉❝❡✴
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✭❜✮ ❆♥t✐✲❥♦✐♥ ❢♦r ③✐♣❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❘✉♥t✐♠❡ ✐♥ ♠✐♥✉t❡s ❢♦r ❛♥t✐✲❥♦✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛s❡t s✐③❡✱ ❢♦r
✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♥♦❞❡s✳
♦❢ ❍✉❞❞❡rs✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✾ ♥♦❞❡s ✭♦♥❡ ♥♦❞❡ ✇❛s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛s ✏♠❛st❡r✑ ♥♦❞❡✮✱
✉s✐♥❣ ❛ ●✐❣❛❜✐t ❊t❤❡r♥❡t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✇❛s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✷ ❝♦r❡s r✉♥♥✐♥❣ ❛t
✶✳✽✻●❍③✱ ✸●❇ ❘❆▼ ❛♥❞ ✶✺✵●❇ ♦❢ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡✳
❘❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❢♦✉r ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✿
✶✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝ts✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡✳
✷✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐③❡✳
✸✳ ✭❆♥t✐✲✮❏♦✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐③❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❘✉♥t✐♠❡ ✐♥ ♠✐♥✉t❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♠❛t❝❤❡❞ ✈❛❧✉❡s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ s❤♦✇s t❤❡ r✉♥t✐♠❡s ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ❢♦r ❥♦✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥♣✉t s✐③❡s ✉♣
t♦ ✶ ❜✐❧❧✐♦♥ ❢❛❝ts✱ ✇❤✐❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s ✐s s❡t t♦ ✶ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❛t✐♦ r❡♠❛✐♥s ❢❛✐r❧②
st❛❜❧❡✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧②✱ ❛s ❥♦✐♥ ♣❡r❝❡♥t✲
❛❣❡ r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡ ❛t ✺✵✪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ③✐♣❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡①❤✐❜✐ts s❡✈❡r❛❧
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝ts ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❥♦✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✢✉❝t✉❛t❡s ❛s ✇❡❧❧✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r✉♥t✐♠❡s ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ❢♦r ❛♥t✐✲❥♦✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥♣✉t s✐③❡s
✉♣ t♦ ✶ ❜✐❧❧✐♦♥ ❢❛❝ts✳ ❋♦r ❜♦t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ③✐♣❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s ✐s s❡t
t♦ ✶✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❥♦✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ s❡❡
t❤❛t ♦✉r s②st❡♠ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❢♦r ❜♦t❤ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ❢♦r ✶✻✱ ✸✷✱ ✻✹ ❛♥❞ ✶✷✽ r✉❧❡s✳
❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❢♦r ✉♣ t♦ ✻✹ r✉❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ✶✷✽
r✉❧❡s t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✭❧✐♥❡❛r✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ✶✷✽ r✉❧❡s ✐s ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♦✉t♣✉t✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r✉♥t✐♠❡s ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❥♦✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s✱ ✇❤✐❧❡
❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡ ✭✺✵✵ ♠✐❧❧✐♦♥ ❢❛❝ts✱ ✶ r✉❧❡✱ ✽ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❢❛✐r❧② st❛❜❧❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❛t✐♦✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❥♦✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
❛s ✇❡❧❧ s✐♥❝❡ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♦✉t♣✉t ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
r❡❝✉rs✐♦♥✱ ❧♦♥❣ ❝❤❛✐♥s ♦❢ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜s ❛♥❞ ❧♦✇ ❥♦✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞
✼✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❘❆❚■❋■❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙ ❖❋ ▲❖●■❈ P❘❖●❘❆▼❙
❜❡❝❛✉s❡ r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ s♦rt✐♥❣✴❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❤✐❣❤ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❈❤❛♣t❡r ✻
❲❡❧❧✲❋♦✉♥❞❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❡t
♦❢ str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠s✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦✇❡✈❡r ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ str❛t✐✜❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡
♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤✉s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
♦❢ t❤❡ str❛t✐✜❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ s✉❜s❡t ♦❢
str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠s✳
✻✳✶ ❋✉❧❧ ❲❡❧❧✲❋♦✉♥❞❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s
✻✳✶✳✶ ❏♦✐♥ ❛♥❞ ❆♥t✐✲❥♦✐♥ ❢♦r ❲❋❙
■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P,J✭■✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞
❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❥♦✐♥ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❥♦✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❚P,J✭■✮
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❨✮✱ ♥♦t ❝✭❳✱❩✮✱ ♥♦t ❞✭❩✱❨✮✳
❤❡r❡ ♣✭❳✱❨✮ ✐s ♦✉r ✜♥❛❧ ❣♦❛❧✱ ❛✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ❜✭❩✱❨✮ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t ❝✭❳✱❩✮
❛♥❞ ♥♦t ❞✭❩✱❨✮ ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦✉r ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ♣✭❳✱❨✮ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ④❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❨✮⑥ ⊆ ■ ❛♥❞ ④❝✭❳✱❩✮✱ ❞✭❩✱❨✮⑥ ∩ ❏ ❂ ∅✱ ♥❛♠❡❧② ❜♦t❤ ❛✭❳✱❩✮
❛♥❞ ❜✭❩✱❨✮ ❛r❡ ✐♥ ■ ✇❤✐❧❡ ♥♦♥❡ ♦❢ ❝✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ❞✭❩✱❨✮ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❏✳
❆s ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ■ ✇❡ ❝❛♥ ❣r♦✉♣ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡
❣♦❛❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✭s❛② ❛❜✮ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s❡ts✿
✭❛✮ ❛❧❧ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✭❳✱❨✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s ✭❳✱❩✱❨✮✱ ♥❛♠❡❧② ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❜✭❳✱❩✱❨✮✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧
❣♦❛❧ ✭♣✭❳✱❨✮✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ✭❛❜✭❳✱❩✱❨✮✮ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ ❛♥②
✼✸
✼✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❙✐♥❣❧❡ ❥♦✐♥
♠❛♣✭▲♦♥❣ ❦❡②✱ ❙tr✐♥❣ ✈❛❧✉❡✮✿
✴✴ ❦❡②✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭✐rr❡❧❡✈❛♥t✮
✴✴ ✈❛❧✉❡✿ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧✐♥❡ ✭❧✐t❡r❛❧ ✐♥ ■ ✮
✐❢ ✭✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂❂ ✏❛✑✮ t❤❡♥
❡♠✐t✭✈❛❧✉❡✳❩✱ ④✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡✱✈❛❧✉❡✳❳⑥✮❀
❡❧s❡ ✐❢ ✭✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂❂ ✏❜✑✮ t❤❡♥
❡♠✐t✭✈❛❧✉❡✳❩✱ ④✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡✱✈❛❧✉❡✳❨⑥✮❀
r❡❞✉❝❡✭❙tr✐♥❣ ❦❡②✱ ■t❡r❛t♦r ✈❛❧✉❡s✮✿
✴✴ ❦❡②✿ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t
✴✴ ✈❛❧✉❡s✿ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ ■ ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣
❛❴▲✐st✳❡♠♣t②✭✮❀
❜❴▲✐st✳❡♠♣t②✭✮❀
❢♦r ❡❛❝❤ ✭✈❛❧✉❡ ✐♥ ✈❛❧✉❡s✮ ❞♦
✐❢ ✭✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂❂ ✏❛✑✮ t❤❡♥
❛❴▲✐st✳❛❞❞✭✈❛❧✉❡✳❳✮
❡❧s❡
❜❴▲✐st✳❛❞❞✭✈❛❧✉❡✳❨✮
❢♦r ❡❛❝❤ ✭❛ ✐♥ ❛❴▲✐st✮ ❞♦
❢♦r ❡❛❝❤ ✭❜ ✐♥ ❜❴▲✐st✮ ❞♦
❡♠✐t✭✏❛❜✭❛✳❳✱❦❡②✳❩✱❜✳❨✮✑✱✏✑✮❀
♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s ✭♥♦t ❝✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ♥♦t ❞✭❩✱❨✮✮ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ✭❳✱❩
❛♥❞ ❩✱❨ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳
P♦s✐t✐✈❡ ●♦❛❧ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❨✮✱ ♥♦t ❝✭❳✱❩✮✱ ♥♦t ❞✭❩✱❨✮✳
✇❤❡r❡
■ ❂ ④❛✭✶✱✷✮✱ ❛✭✶✱✸✮✱ ❜✭✷✱✹✮✱ ❜✭✸✱✺✮⑥
❏ ❂ ④❝✭✶✱✷✮✱ ❞✭✷✱✸✮⑥
❆ s✐♥❣❧❡ ❥♦✐♥✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ❛❜✭❳✱❩✱❨✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ♦♥❧② ❧✐t❡r❛❧s ❢r♦♠ ■✳
❚❤❡Map ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡♠✐t ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ <❩✱✭❛✱❳✮> ❢♦r ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛ ❛♥❞ <❩✱✭❜✱❨✮>
❢♦r ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❜✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs✿
<✷✱ ✭❛✱✶✮>
<✸✱ ✭❛✱✶✮>
<✷✱ ✭❜✱✹✮>
<✸✱ ✭❜✱✺✮>
✻✳✶✳ ❋❯▲▲ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙ ✼✺
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❉✉♣❧✐❝❛t❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
♠❛♣✭▲♦♥❣ ❦❡②✱ ❙tr✐♥❣ ✈❛❧✉❡✮✿
✴✴ ❦❡②✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭✐rr❡❧❡✈❛♥t✮
✴✴ ✈❛❧✉❡✿ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧✐♥❡ ✭✐♥❢❡rr❡❞ ❧✐t❡r❛❧✮
❡♠✐t✭✈❛❧✉❡✱ ✏✑✮❀
r❡❞✉❝❡✭❙tr✐♥❣ ❦❡②✱ ■t❡r❛t♦r ✈❛❧✉❡s✮✿
✴✴ ❦❡②✿ ✐♥❢❡rr❡❞ ❧✐t❡r❛❧
✴✴ ✈❛❧✉❡s✿ ❡♠♣t② ✈❛❧✉❡s ✭♥♦t ✉s❡❞✮
❡♠✐t✭❦❡②✱✏✑✮❀
▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❣r♦✉♣✐♥❣✴s♦rt✐♥❣ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛t❡ ♣❛✐rs✿
<✷✱ <✭❛✱✶✮✱ ✭❜✱✹✮>>
<✸✱ <✭❛✱✶✮✱ ✭❜✱✺✮>>
❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡ ✇❡ ♠❛t❝❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛ ❛♥❞ ❜ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t
✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❦❡②✮ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ❡♠✐t ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡r ✇✐t❤ ❦❡②✿
✷ ✇✐❧❧ ❡♠✐t ❛❜✭✶✱✷✱✹✮
✸ ✇✐❧❧ ❡♠✐t ❛❜✭✶✱✸✱✺✮
◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜❧t❡r ♦✉t ♣♦ss✐❜❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❛s s♦♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡✲
❝❛✉s❡ t❤❡② ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❛s ✇❡❧❧✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳
Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ Map ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♠✐ts ❡✈❡r② ✐♥❢❡rr❡❞ ❧✐t❡r❛❧ ❛s t❤❡ ❦❡②✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t②
✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠s ❣r♦✉♣✐♥❣✴s♦rt✐♥❣ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ✭♦❢
❞✉♣❧✐❝❛t❡s✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥✐q✉❡ ❧✐t❡r❛❧✳ ❊❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❧✐t❡r❛❧
❛s t❤❡ ❦❡② ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❡♠♣t② ✈❛❧✉❡s ✭✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ❜❡✐♥❣ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✐❣♥♦r❡❞✮✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧
❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡ s✐♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s✱
✇❡ ❡♠✐t t❤❡ ✭✉♥✐q✉❡✮ ✐♥❢❡rr❡❞ ❧✐t❡r❛❧ ♦♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦❡②✱ ✇❤✐❧❡ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s✳
❋♦r r✉❧❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❥♦✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ♠✉❧t✐✲
❥♦✐♥s ✭♠✉❧t✐✲✇❛② ❥♦✐♥✮✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
q✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❲✮✱ ❝✭❲✱❨✮✱ ♥♦t ❞✭❳✱❲✮✳
❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ✭❛❜❝✭❳✱❲✱❨✮✮ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❥♦✐♥
t✇✐❝❡✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❥♦✐♥ ❛✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ❜✭❩✱❲✮ ♦♥ ❩✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ t❡♠♣♦r❛r② ❧✐t❡r❛❧
✭s❛② ❛❜✭❳✱❲✮✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❥♦✐♥ ❛❜✭❳✱❲✮ ❛♥❞ ❝✭❲✱❨✮ ♦♥ ❲ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧
✭❛❜❝✭❳✱❲✱❨✮✮✳ ❖♥❝❡ ❛❜❝✭❳✱❲✱❨✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧
q✭❳✱❨✮ ❜② r❡t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❜❝✭❳✱❲✱❨✮ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ ♥♦t ❞✭❳✱❲✮ ♦♥ t❤❡✐r
❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ✭❳✱❲✮✳
✼✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❆♥t✐✲❥♦✐♥
♠❛♣✭▲♦♥❣ ❦❡②✱ ❙tr✐♥❣ ✈❛❧✉❡✮✿
✴✴ ❦❡②✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭✐rr❡❧❡✈❛♥t✮
✴✴ ✈❛❧✉❡✿ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧✐♥❡ ✭❧✐t❡r❛❧✮
✐❢ ✭✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂❂ ✏❛❜✑✮ t❤❡♥
❡♠✐t✭④✈❛❧✉❡✳❳✱✈❛❧✉❡✳❩⑥✱ ④✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡✱✈❛❧✉❡✳❨⑥✮❀
❡❧s❡ ✐❢ ✭✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂❂ ✏❝✑✮ t❤❡♥
❡♠✐t✭④✈❛❧✉❡✳❳✱✈❛❧✉❡✳❩⑥✱ ✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡✮❀
r❡❞✉❝❡✭❙tr✐♥❣ ❦❡②✱ ■t❡r❛t♦r ✈❛❧✉❡s✮✿
✴✴ ❦❡②✿ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t
✴✴ ✈❛❧✉❡s✿ ❧✐t❡r❛❧s ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣
❛❜❴▲✐st✳❡♠♣t②✭✮❀
❢♦r ❡❛❝❤ ✭✈❛❧✉❡ ✐♥ ✈❛❧✉❡s✮ ❞♦
✐❢ ✭✈❛❧✉❡✳♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂❂ ✏❛❜✑✮ t❤❡♥
❛❜❴▲✐st✳❛❞❞✭✈❛❧✉❡✳❨✮
❡❧s❡
r❡t✉r♥❀ ✴✴ ♠❛t❝❤❡❞ ❜② ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❝
❢♦r ❡❛❝❤ ✭❛❜ ✐♥ ❛❜❴▲✐st✮ ❞♦
❡♠✐t✭✏❛❜❝✭❦❡②✳❳✱❦❡②✳❩✱❛❜✳❨✮✑✱✏✑✮❀
❋♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✇❛② ❥♦✐♥✱ r❡❛❞❡rs ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐❢✲
✐❝❛❧❧②✱ ♠✉❧t✐✲✇❛② ❥♦✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② ❆❢r❛t✐ ❡t ❛❧✳ ❬✻✹❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❜② ❆❢r❛t✐ ❡t ❛❧✳ ❬✻✹❪ s❤♦✉❧❞
❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧ ●♦❛❧ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❣r❛♠✿
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❩✮✱ ❜✭❩✱❨✮✱ ♥♦t ❝✭❳✱❩✮✱ ♥♦t ❞✭❩✱❨✮✳
✇❤❡r❡
■ ❂ ④❛✭✶✱✷✮✱ ❛✭✶✱✸✮✱ ❜✭✷✱✹✮✱ ❜✭✸✱✺✮⑥
❏ ❂ ④❝✭✶✱✷✮✱ ❞✭✷✱✸✮⑥
❇② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ❛❜✭❳✱❩✱❨✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✿
❛❜✭✶✱✷✱✹✮
❛❜✭✶✱✸✱✺✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✭♣✭❳✱❨✮✮ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛♥t✐✲❥♦✐♥ ❜❡t✇❡❡♥
❛❜✭❳✱❩✱❨✮ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧ ✭♥♦t ❝✭❳✱❩✮ ❛♥❞ ♥♦t ❞✭❩✱❨✮✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t♦ ♣❡r❢♦r♠
❛♥ ❛♥t✐✲❥♦✐♥ ✇❡ ✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ✭❛❜✭❳✱❩✱❨✮✮ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛❧s
❢r♦♠ ❏✳
✻✳✶✳ ❋❯▲▲ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙ ✼✼
❲❡ st❛rt ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❛♥t✐✲❥♦✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜✭❳✱❩✱❨✮ ❛♥❞ ♥♦t ❝✭❳✱❩✮ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠✲
♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ✭❳✱❩✮✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❧✐t❡r❛❧ ✭s❛② ❛❜❝✭❳✱❩✱❨✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛❜✭❳✱❩✱❨✮ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝✭❳✱❩✮✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳
❚❤❡ Map ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡♠✐t ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ <✭❳✱❩✮✱✭❛❜✱❨✮> ❢♦r ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛❜ ❛♥❞
<✭❳✱❩✮✱❝> ❢♦r ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❝ ✭✇❤✐❧❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❞ ✇✐❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
♥❡①t ❛♥t✐✲❥♦✐♥✮✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs✿
<✭✶✱✷✮✱ ✭❛❜✱✹✮>
<✭✶✱✸✮✱ ✭❛❜✱✺✮>
<✭✶✱✷✮✱ ❝>
▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❣r♦✉♣✐♥❣✴s♦rt✐♥❣ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛t❡ ♣❛✐rs✿
<✭✶✱✷✮✱ <✭❛❜✱✹✮✱ ✭❝✮>>
<✭✶✱✸✮✱ ✭❛❜✱✺✮>
❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡ ✇❡ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛❜ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ♠❛t❝❤❡❞
❜② ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❝ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❦❡②✮ ❛♥❞ ❡♠✐t
❛❜❝✭❳✱❩✱❨✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡r ✇✐t❤ ❦❡②✿
✭✶✱✷✮ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♥♦ ♦✉t♣✉t
✭✶✱✸✮ ✇✐❧❧ ❡♠✐t ❛❜❝✭✶✱✸✱✺✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✭♣✭❳✱❨✮✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥t✐✲
❥♦✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜❝✭❳✱❩✱❨✮ ❛♥❞ ❞✭❩✱❨✮ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ✭❩✱❨✮✳ ❍❡r❡✱ ❛❜❝✭✶✱✸✱✺✮
❛♥❞ ❞✭✷✱✸✮ ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ✭❩✱❨✮ ❛s ✭✸✱✺✮ 6= ✭✷✱✸✮✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✐s ♣✭✶✱✺✮✳
✻✳✶✳✷ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❲❡❧❧✲❋♦✉♥❞❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s
■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♥❛✐✈❡ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r♦♦❢ s❦❡t❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss
♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳
◆❛✐✈❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❆ ♥❛✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✜①♣♦✐♥t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ♣r♦❣r❛♠ P ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❑i ❛♥❞ ❯i
✉♥t✐❧ ✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ✭❑i−1✱❯i−1✮❂✭❑i✱❯i✮ ❢♦r i ≥ 1✳ ❊❛❝❤ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✭❑i
❛♥❞ ❯i✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ ❚P,J✭■✮ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳
❚❤❡ ♥❛✐✈❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ ❚P,J✭■✮ ✭♥❛✐✈❡❴❧❢♣✮ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t t✇♦ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❛ ♣r♦❣r❛♠
P ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❏✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ ❚P,J✭■✮ ✇❤❡r❡ P
❛♥❞ ❏ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t ✇❤✐❧❡ ■ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② s❡t ❛s ❡♠♣t② ✭■=∅✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ ❛ t❡♠♣♦r❛r②
s❡t ♦❢ ✐♥❢❡rr❡❞ ❧✐t❡r❛❧s ✭♥❡✇✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ✭♥❡✇ = ♥❡✇ − ■ ✮ ♣r✐♦r t♦
✼✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ◆❛✐✈❡ ❲❋❙ ✜①♣♦✐♥t
♥❛✐✈❡❴❲❋❙❴✜①♣♦✐♥t✭P✮✿
✴✴ ✐♥♣✉t✿ ♣r♦❣r❛♠ P✱
✴✴ ♦✉t♣✉t✿ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❑i✱ ❯i
❑0 ❂ ♥❛✐✈❡❴❧❢♣✭P✰✱ ∅✮❀
❯0 ❂ ♥❛✐✈❡❴❧❢♣✭P✱ ❑0✮❀
✐ ❂ ✵❀
❞♦
✐✰✰❀ ✴✴ ♥❡①t ✏✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❡♣✑
❑i ❂ ♥❛✐✈❡❴❧❢♣✭P✱ ❯i−1✮❀
❯i ❂ ♥❛✐✈❡❴❧❢♣✭P✱ ❑i✮❀
✇❤✐❧❡ ✭❑i−1 ✦❂ ❑i ♦r ❯i−1 ✦❂ ❯i✮
r❡t✉r♥ ❑i✱ ❯i❀
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽ ◆❛✐✈❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ ❚P,J✭■✮
♥❛✐✈❡❴❧❢♣✭P✱ ❏✮✿
✴✴ ✐♥♣✉t✿ ♣r♦❣r❛♠ P✱ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❏
✴✴ ♦✉t♣✉t✿ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ■ ✭❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ ❚P,J✭∅✮✮
■ ❂ ∅❀
♥❡✇ ❂ ∅❀
❞♦
■ ❂ ■ ∪ ♥❡✇❀
♥❡✇ ❂ ❚✭P✱ ■✱ ❏✮❀
♥❡✇ ❂ ♥❡✇ ✲ ■❀
✇❤✐❧❡ ✭♥❡✇ ✦❂ ∅✮
r❡t✉r♥ ■❀
❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❧✐t❡r❛❧s t♦ t❤❡ s❡t ■ ✭■ = ■ ∪ ♥❡✇✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ st❛rt ❜② ❤❛✈✐♥❣ ■=∅
❛♥❞ st♦♣ ✇❤❡♥ ♥♦ ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✭♥❡✇ == ∅✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❚✭P✱ ■✱ ❏✮ ✐s
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❚P,J✭■✮ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❲❋❙ ✜①♣♦✐♥t✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
❑0 ♦✈❡r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ P ✭P+✮ ❛♥❞ s❡t ❏=∅✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❯0 ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡t ❑0 ✭❏=❑0✮✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ✐ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ ❑i ✭r❡s♣✳ ❯i✮ ❣✐✈❡♥ ❯i−1 ✭r❡s♣✳ ❑i✮ ✉♥t✐❧
✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❲❋❙ ✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❑i−1 ❂❂ ❑i ❛♥❞ ❯i−1 ❂❂ ❯i✱ ❛♥❞
✜♥❛❧❧② t❤❡ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❑i ❛♥❞ ❯i ❛r❡ r❡t✉r♥❡❞✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✷✱ ❤❛✈✐♥❣ r❡❛❝❤❡❞ ❲❋❙ ✜①♣♦✐♥t ❛t st❡♣ i✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡
✇❤✐❝❤ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ tr✉❡✱ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❢❛❧s❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
• tr✉❡ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❑i✳
• ✉♥❞❡✜♥❡❞ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❯i − ❑i✳
✻✳✶✳ ❋❯▲▲ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙ ✼✾
• ❢❛❧s❡ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❇❆❙❊✭P✮ − ❯i✳
❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❲❋❙ ✜①♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ st♦r❡ t❤❡
s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❑i ❛♥❞ ❯i ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✏✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❡♣✑✱ ♥❛♠❡❧② ✐❢
i = k✱ ❢♦r k ≥ 1✱ t❤❡♥ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ ❑i−1 ❛♥❞ ❯i−1 ✐♥ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✇❤✐❧❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❑i ❛♥❞ ❯i✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ✜①♣♦✐♥t ✇❛s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r i = k − 1✱ ❛♥② ❑j ❛♥❞ ❯j ❢♦r
j < k − 1 ❜❡❝♦♠❡s ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❛s ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❚❤✉s✱ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✭st❡♣ i✱ ❢♦r i ≥ 1✮ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ ✉♣ t♦ ❢♦✉r s❡ts ♦❢
❧✐t❡r❛❧s ✭❑i−1✱ ❯i−1✱ ❑i✱ ❯i✮✳
❖♣t✐♠✐③❡❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡ ♥❛✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ♦✈❡r❤❡❛❞ t♦ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❆ ♠♦r❡ r❡✜♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❲❋❙ ✜①♣♦✐♥t ❛♥❞ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢
❚P,J✭■✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❖✉r ✜rst ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ ❚P,J✭■✮ ✭♦♣t❴❧❢♣✮✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
■ = ∅✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠ P ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❏✱ ❛s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♦♥ t♦ st❛rt ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ■✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ■ ⊆ ❧❢♣✭❚P,J✭∅✮✮✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥ ♦♥❧② t❤❡ ♥❡✇❧②
✐♥❢❡rr❡❞ ❧✐t❡r❛❧s ✭❙ ✮ t❤❛t ❧❡❞ ✉s t♦ t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s t❤❛t
t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ ❚P,J✭■✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐s ■ ∪ ❙✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛ss✉r❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❜♦t❤ ■ ❛♥❞ ❙ ✇❤✐❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t✱ ♥❛♠❡❧② ♥❡✇
❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❚P,J✭■ ∪ ❙✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ t❡♠♣♦r❛r②
s❡t ♦❢ ✐♥❢❡rr❡❞ ❧✐t❡r❛❧s ✭♥❡✇✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ✭♥❡✇ = ♥❡✇ − ✭■ ∪ ❙ ✮✮ ♣r✐♦r
t♦ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❧✐t❡r❛❧s t♦ t❤❡ s❡t ❙ ✭❙ = ❙ ∪ ♥❡✇✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s
■ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ✐s ✉s❡❞✱ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❑ ❛♥❞ ❯✳ ❑0 ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ ■ = ∅ ❛♥❞ ❏ = ∅✱
❛♥❞ t❤✉s✱ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❢✉❧❧② ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞
s❡♠❛♥t✐❝s ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡ts ❑
❛♥❞ ❯ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳✶ ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳
❙✐♥❝❡ ❑i ⊆ ❯i✱ ❢♦r i ≥ 0 ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳✶✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❯i ❝❛♥ st❛rt ❢r♦♠ ❑i✱
♥❛♠❡❧② ■ = ❑i✳ ❚❤✉s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❧❧ ❧✐t❡r❛❧s ♦❢ ❑i ✇❤✐❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❯i✱ ✇❡
❝❛♥ ✉s❡ t❤❡♠ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ ❯i ✐s t❤❡
✉♥✐♦♥ ♦❢ s❡ts ❑i ❛♥❞ ♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i✱ ❑i✮✱ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ❝♦♠♣✉t❡s ♦♥❧②
♥❡✇ ❧✐t❡r❛❧s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❣✐✈❡♥ ■ ✮✳
❙✐♥❝❡ ❑i−1 ⊆ ❑i✱ ❢♦r i ≥ 1 ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳✶✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❑i ❝❛♥ st❛rt ❢r♦♠
❑i−1✱ ♥❛♠❡❧② ■ = ❑i−1✳ ❖♥❝❡ ♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i−1✱ ❯i−1✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✇❡ ❛♣♣❡♥❞ ✐t t♦ ♦✉r
♣r❡✈✐♦✉s❧② st♦r❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❑i−1✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❑i✳
✽✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❲❋❙ ✜①♣♦✐♥t
♦♣t❴❲❋❙❴✜①♣♦✐♥t✭P✮✿
✴✴ ✐♥♣✉t✿ ♣r♦❣r❛♠ P✱
✴✴ ♦✉t♣✉t✿ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❑i−1✱ ❯i−1
❑0 ❂ ♦♣t❴❧❢♣✭P✰✱ ∅✱ ∅✮❀
✐ ❂ ✵❀
❞♦
❯i ❂ ❑i ∪ ♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i✱ ❑i✮❀
✐✰✰❀ ✴✴ ♥❡①t ✏✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❡♣✑
❑i ❂ ❑i−1 ∪ ♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i−1✱ ❯i−1✮❀
✇❤✐❧❡ ✭❑i−1✳s✐③❡✭✮ ✦❂ ❑i✳s✐③❡✭✮✮
r❡t✉r♥ ❑i−1✱ ❯i−1❀
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ ❚P,J✭■✮
♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ■✱ ❏✮✿
✴✴ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ■ ⊆ ❧❢♣✭❚P,J✭∅✮✮
✴✴ ✐♥♣✉t✿ ♣r♦❣r❛♠ P✱ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ■✱ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❏
✴✴ ♦✉t♣✉t✿ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❙ ✭❧❢♣✭❚P,J✭■✮✮ ✲ ■✮
❙ ❂ ∅❀
♥❡✇ ❂ ∅❀
❞♦
❙ ❂ ❙ ∪ ♥❡✇❀
♥❡✇ ❂ ❚✭P✱ ✭■ ∪ ❙✮✱ ❏✮❀
♥❡✇ ❂ ♥❡✇ ✲ ✭■ ∪ ❙✮❀
✇❤✐❧❡✭♥❡✇ ✦❂ ∅✮
r❡t✉r♥ ❙❀
▲❡♠♠❛ ✻✳✶✳✶ ❲❋❙ ✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t st❡♣ i✱ ❢♦r i ≥ 1✱ ✐❢ ❑i−1 = ❑i✳
Pr♦♦❢✳ ■❢ ❑i−1 = ❑i✱ ❢♦r i ≥ 1✱ t❤❡♥
❯i−1 = ❑i−1 ∪ ♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i−1✱ ❑i−1✮
= ❑i ∪ ♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i✱ ❑i✮
= ❯i
❚❤✉s✱ ✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛s ✭❑i−1✱❯i−1✮ ❂✭❑i✱❯i✮✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❢♦r ❑i ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❧② ♥❡✇ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✏✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❡♣✑✱
❢♦r ❯i ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❯i−1✱ ❛s ❧✐t❡r❛❧s ✐♥
❯i−1 − ❑i−1 ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❯i✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♦✈❡r❤❡❛❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i✱ ❑i✮ r❡❞✉❝❡s ♦✈❡r t✐♠❡ s✐♥❝❡ t❤❡
s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ ❯i − ❑i ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✏✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❡♣✑ ❞✉❡ t♦ ❑i−1 ⊆ ❑i
❛♥❞ ❯i−1 ⊇ ❯i✱ ❢♦r i ≥ 1✱ ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳✶✮✳
❲❡ ♠❛② ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ st♦r❡❞ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❆s
✻✳✶✳ ❋❯▲▲ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙ ✽✶
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✱ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ✉♣ t♦ ❢♦✉r
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✭❑i−1✱ ❯i−1✱ ❑i✱ ❯i✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❑i ⊆ ❯i✱ ✇❤✐❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
❯i✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ ✐♥ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ♦♥❧② t❤❡ s❡ts ❑i ❛♥❞ ♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i✱ ❑i✮✱ s✐♥❝❡
❯i = ❑i ∪ ♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i✱ ❑i✮✳
❆s ❑i−1 ⊆ ❑i✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❑i✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ ✐♥ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ♦♥❧②
t❤r❡❡ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✱ ♥❛♠❡❧②✿ ✭❛✮ ❑i−1✱ ✭❜✮ ❯i−1 − ❑i−1 = ♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i−1✱ ❑i−1✮ ❛♥❞
✭❝✮ ❝✉rr❡♥t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i−1✱ ❯i−1✮✳ ❆❧❧ ♥❡✇❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❧✐t❡r❛❧s
✐♥ ♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i−1✱ ❯i−1✮✱ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❑i ✭r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♦✉r ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ❑i−1✮✱
✇❤✐❧❡ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ ❯i−1 ✲ ❑i−1 = ♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i−1✱ ❑i−1✮ ❛r❡ ❞❡❧❡t❡❞✱ ✐❢ ✜①♣♦✐♥t ✐s ♥♦t
r❡❛❝❤❡❞✱ ❛s t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❯i✳
❆ ❲❋❙ ✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❑i−1 ❂ ❑i✱ ♥❛♠❡❧② ✇❤❡♥ ♥♦ ♥❡✇ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❑i✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i−1✱ ❯i−1✮✳
❙✐♥❝❡ ✭❑i−1✱❯i−1✮ = ✭❑i✱❯i✮✱ ✇❡ r❡t✉r♥ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❑i−1 ❛♥❞ ❯i−1✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
♦✉r ✜①♣♦✐♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ st♦r❡❞ ❞❛t❛ ♦❝❝✉rs ✇❤✐❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❑i✱ ❢♦r i ≥ 1✱
✇❤❡r❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ t❤r❡❡ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✱ ♥❛♠❡❧②✿ ✭❛✮ ❑i−1✱ ✭❜✮ ❯i−1 − ❑i−1 ❛♥❞ ✭❝✮
♦♣t❴❧❢♣✭P✱ ❑i−1✱ ❯i−1✮✱ r❡q✉✐r✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛✐✈❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❆♣♣r♦❛❝❤ ❈♦rr❡❝t♥❡ss ✲ ❙♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣
✜①♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✷✮ ❢♦r ❜♦t❤ ♥❛✐✈❡ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭s❡❡
❆❧❣♦r✐t❤♠s ✼✱ ✽✱ ✾✱ ✶✵✮✳ ❇② ❥✉st✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡
s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ✜①♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♦❢ s❦❡t❝❤✳
Pr♦♦❢ s❦❡t❝❤✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❚P,J✭■✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠ P ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ■ ❛♥❞ ❏✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt ✭♣♦s✭B✮✮ ♦❢ ❡❛❝❤ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t✐✲
❛t❡❞ ♣r♦❣r❛♠ P ✭❆ ← B ∈ ❣r♦✉♥❞✭P✮✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❧✐t❡r❛❧s ❢r♦♠ ■ ✭♣♦s✭B✮ ⊆ ■ ✮✱
✇❤✐❝❤ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✶✳ ❙✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✇❛② ❥♦✐♥s t❤❛t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② ❆❢r❛t✐ ❡t ❛❧✳ ❬✻✹❪✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❡♥s✉r❡ ❝♦rr❡❝t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡
✜♥❛❧ r❡s✉❧t ❛s t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤
✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s r❡❛ss✉r❡s ❝♦rr❡❝t♥❡ss✱ s✐♥❝❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st✱ ✇❤✐❧❡
✐t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st✱ ❛s t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ r❡❞✉♥❞❛♥t ❛r❣✉♠❡♥ts ✐s
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ r✉❧❡✱ ✇❡
♠❛② ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛rt✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✶✱ ❛ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛ r✉❧❡ ✐s
✽✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ■ ✭❆ | t❤❡r❡ ✐s ❆← B ∈ ❣r♦✉♥❞✭P✮
✇✐t❤ ♣♦s✭B✮ ⊆ ■ ✮✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s t❤❛t
❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❏ ✭♥❡❣✭B✮ ∩ ❏ ❂ ∅✮✳ ❚❤✉s✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧② ♠❛t❝❤
t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❏✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞
❜② t❤❡ ❛♥t✐✲❥♦✐♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳
❖✉r ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✾✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
♣r♦❣r❛♠ P ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❏ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ■ = ∅ ❛♥❞ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡
r✉❧❡s ✉♥t✐❧ ♥♦ ♥❡✇ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❚P,J✭■✮ = ■✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② s❡t
✭∅✮ ❛♥❞ ❚P,J✭■✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵✮ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ■ = ∅✱ ♥❛✐✈❡
❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳
❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
❣✐✈❡♥ ■ ✐s ❛ s✉❜s❡t ✭⊆✮ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ ❚P,J✭∅✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡
❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ ❚P,J✭∅✮ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❲✱ t❤❡♥ ♦♥❧② s✉❜s❡ts ♦❢ ❲ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥
❛s ■✳ ■❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ■ ✐s ♥♦t ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❲ t❤❡♥ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐t❡r❛❧ ✭s❛② ♣ ✇❤❡r❡ ♣ /∈ ❲ ✮
t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ ❚P,J✭■✮✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❱ ✇❤❡r❡
❱ 6= ❲✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ■ ✇❤❡r❡ ■ ⊆ ❲✱ t❤❡♥ ✐t ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛❞
t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❲✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s♣❡❡❞ ✉♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ P ❛♥❞ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ■ ❛♥❞ ❏✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ■ ⊆ ❲✱ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❡❞ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❙ =❲ − ■✱ s✐♥❝❡ ■ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❜❛s❡✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t
✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❢♣✭❚P,J✭■✮✮ ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ✜①♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭s❡❡
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✾✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡
❝❛r❡❢✉❧❧② ❛ss✐❣♥❡❞ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ■ ❛♥❞ ❏✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ P✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❢♣✭❚P,J✭■✮✮ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ✜①♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✷ ❛♥❞ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✳
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❙❛❢❡t②
❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛❢❡t② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✽✱
✐t ❛❧s♦ ❤❛s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❘❡❝❛❧❧
t❤❛t s❛❢❡t② r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛ r✉❧❡ ♠✉st ♦❝❝✉r ✭❛❧s♦✮ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧✳
■❢ t❤✐s s❛❢❡t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠❡t✱ ❛♥ ❛♥t✐✲❥♦✐♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦♦❦✉♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❣♦❛❧ ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧✱ ❜✉t ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞
❜❛s❡ ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❏✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ②❡t
t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♥❡①t✳
✻✳✶✳ ❋❯▲▲ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙ ✽✸
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
♣✭❳✱❨✮ ← ❛✭❳✱❨✮✱ ♥♦t ❜✭❨✱❩✮✳
q✭❳✱❨✮ ← ❝✭❳✱❯✮✱ ♥♦t ❞✭❲✱❯✮✱ ♥♦t ❡✭❯✱❨✮✳
❋♦r t❤❡ ✜rst r✉❧❡✱ ❡❛❝❤ ✭❳✱❨ ✮ ✐♥ ❛✭❳✱❨✮ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✭♣✭❳✱❨✮✮ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ❨✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❩ t❤❡ ✐♥ ❍❡r❜r❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❡ s✉❝❤ t❤❛t ❜✭❨✱❩✮ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❏✳ ❋♦r
t❤❡ s❡❝♦♥❞ r✉❧❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✭❳✱❨ ✮ t❤❛t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✭q✭❳✱❨✮✮ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ❝✭❳✱❯✮ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ ♥❡✐t❤❡r ❞✭❲✱❯✮ ♦♥ ❯✱ ❢♦r ❛♥② ❲ ✐♥ ❍❡r❜r❛♥❞
✉♥✐✈❡rs❡✱ ♥♦r ❡✭❯✱❨✮ ♦♥ ❯✱ ❢♦r ❛♥② ❨ ✐♥ ❍❡r❜r❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠
r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡ ❢♦r ❜✭❨✱❩✮✱ ❞✭❲✱❯✮ ❛♥❞ ❡✭❯✱❨✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✜♥❞ t❤❡ ♥♦♥♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐t❡r❛❧s✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ✜①♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❢✉❧❧ ♠❛t❡r✐✲
❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡ ❢♦r ❛♥② ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❙t♦r✐♥❣ ♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡ ♠❛② ❡❛s✐❧② ❜❡❝♦♠❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐♥❣ ❡✈❡♥ ❢♦r s♠❛❧❧
❞❛t❛s❡ts✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❜✐❣ ❞❛t❛✳
✻✳✶✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts
▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ s✉r✈❡②❡❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▲✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ r✉❧❡ ❡♥❣✐♥❡s ♦♥ ❞❛t❛
t❤❛t ✜t ✐♥ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❛r❣❡t❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ t❤❛t ❡①❝❡❡❞ t❤❡
❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ ▲✐❛♥❣ ❡t
❛❧✳ ❬✻✺❪✱ ✇❤✐❧❡ ❛❞❥✉st✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▲✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪✱ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞
✐♥❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉❝❤
❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❛s ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ♠❛② ♦✈❡r❧❛♣✳
❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t ♥❡❣❛t✐♦♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✇✐♥✲♥♦t✲✇✐♥
t❡st ❛♥❞ ♠❡r❣❡ ❧❛r❣❡ ✭❛♥t✐✲✮❥♦✐♥ t❡sts ✇✐t❤ ❞❛t❛❧♦❣ r❡❝✉rs✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t ♥❡❣❛t✐♦♥✱ ❝r❡❛t✐♥❣
❛ ♥❡✇ t❡st ❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥✳ ❖t❤❡r ♠❡tr✐❝s ♦❢ ▲✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪✱ s✉❝❤
❛s ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ❛r❡ ♥♦t s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞
❝♦st✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧②✳
P❧❛t❢♦r♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❛❞♦♦♣ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡
❢r❛♠❡✇♦r❦✶✱ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
♦❢ ❍✉❞❞❡rs✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✽ ♥♦❞❡s ✭♦♥❡ ♥♦❞❡ ✇❛s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛s ✏♠❛st❡r✑ ♥♦❞❡✮✱
✉s✐♥❣ ❛ ●✐❣❛❜✐t ❊t❤❡r♥❡t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✇❛s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✹ ❝♦r❡s r✉♥♥✐♥❣ ❛t
✷✳✺●❍③✱ ✽●❇ ❘❆▼ ❛♥❞ ✷✺✵●❇ ♦❢ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡✳
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❡sts✳ ❚❤❡ ✇✐♥✲♥♦t✲✇✐♥ t❡st✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ▲✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛
s✐♥❣❧❡ r✉❧❡✱ ✇❤❡r❡ ♠♦✈❡ ✐s t❤❡ ❜❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥✿
✇✐♥✭❳✮ ← ♠♦✈❡✭❳✱❨✮✱ ♥♦t ✇✐♥✭❨✮✳
❲❡ t❡st t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✿
✶❤tt♣✿✴✴❤❛❞♦♦♣✳❛♣❛❝❤❡✳♦r❣✴♠❛♣r❡❞✉❝❡✴
✽✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙
• t❤❡ ❜❛s❡ ❢❛❝ts ❢♦r♠ ❛ ❝②❝❧❡✿ ④♠♦✈❡✭✶✱✷✮✱ ✳✳✳✱ ♠♦✈❡✭✐✱ ✐✰✶✮✱ ✳✳✳✱ ♠♦✈❡✭♥✲✶✱♥✮✱ ♠♦✈❡✭♥✱✶✮⑥✳
• t❤❡ ❞❛t❛ ✐s tr❡❡✲str✉❝t✉r❡❞✿ ④♠♦✈❡✭✐✱ ✷✯✐✮✱ ♠♦✈❡✭✐✱ ✷✯✐✰✶✮ | ✶ ≤ ✐ ≤ ♥⑥✳
❲❡ ✉s❡❞ ❢♦✉r ❝②❝❧✐❝ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ❢♦✉r tr❡❡✲str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤ ✶✷✺▼✱ ✷✺✵▼✱ ✺✵✵▼
❛♥❞ ✶✵✵✵▼ ❢❛❝ts✳
❚❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ t❡st ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ s❡t✱ ✇❤❡r❡ ❜ ✐s
t❤❡ ❜❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥✿
t❝✭❳✱❨✮ ← ♣❛r✭❳✱❨✮✳
t❝✭❳✱❨✮ ← ♣❛r✭❳✱❩✮✱ t❝✭❩✱❨✮✳
♣❛r✭❳✱❨✮ ← ❜✭❳✱❨✮✱ ♥♦t q✭❳✱❨✮✳
♣❛r✭❳✱❨✮ ← ❜✭❳✱❨✮✱ ❜✭❨✱❩✮✱ ♥♦t q✭❨✱❩✮✳
q✭❳✱❨✮ ← ❜✭❩✱❳✮✱ ❜✭❳✱❨✮✱ ♥♦t q✭❩✱❳✮✳
❲❡ t❡st t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿
• t❤❡ ❜❛s❡ ❢❛❝ts ❛r❡ ❝❤❛✐♥✲str✉❝t✉r❡❞✿ ④❜✭✐✱ ✐✰❦✮ | ✶ ≤ ✐ ≤ ♥✱ ❦ < ♥⑥✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡
i ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ⌈n/k⌉ ❧❡✈❡❧s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ⌈n/k⌉ − 1 ❥♦✐♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡❞
❝❤❛✐♥✳
❚❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ t❡st ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♥❛✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❲❋❙ ✜①♣♦✐♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❢♣✭❚P,J✭■✮✮
st❛rts ❢r♦♠ ■ = ∅ ❛♥❞ ■ 6= ∅ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❯i ❛♥❞ ❑i+1✱ ❢♦r i ≥ 0✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞s ✉♣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜② ✉s✐♥❣✱ ❛s ✐♥♣✉t✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ tr❛♥s✐t✐✈❡
❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❑i✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣
♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❧✐t❡r❛❧s✳
❲❡ ✉s❡❞ ❢♦✉r ❝❤❛✐♥✲str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛s❡ts ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦✐♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②
❢♦r♠❡❞ ❝❤❛✐♥ ✭⌈n/k⌉ − 1✮ ✇✐t❤ ♥ ❂ ✶✷✺▼✱ ❛♥❞ ❦ ❂ ✹✶✳✼▼✱ ✷✺▼✱ ✶✸✳✾▼ ❛♥❞ ✼✳✸✻▼✱ ❛♥❞
❢♦✉r ❝❤❛✐♥✲str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛s❡ts ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦✐♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢♦r♠❡❞ ❝❤❛✐♥
✭⌈n/k⌉ − 1✮ ✇✐t❤ ♥ ❂ ✻✷✳✺▼✱ ✶✷✺▼✱ ✷✺✵▼ ❛♥❞ ✺✵✵▼✱ ❛♥❞ ❦ ❂ ✶✷✳✺▼✱ ✷✺▼✱ ✺✵▼ ❛♥❞
✶✵✵▼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❘❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❢♦✉r ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✿
✶✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝ts✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡✳
✷✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐③❡✳
✸✳ ❉❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜s✳
✹✳ ❘✉❧❡ s❡t str✉❝t✉r❡✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜s✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r✉♥t✐♠❡s ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ✇✐♥✲♥♦t✲✇✐♥ t❡st ♦✈❡r ❝②❝❧✐❝
❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤ ✐♥♣✉t s✐③❡s ✉♣ t♦ ✶ ❜✐❧❧✐♦♥ ❢❛❝ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦✉r s②st❡♠ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❜♦t❤ ❞❛t❛s❡t s✐③❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
✻✳✶✳ ❋❯▲▲ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙ ✽✺
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❲✐♥✲♥♦t✲✇✐♥ t❡st ❢♦r ❝②❝❧✐❝ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚✐♠❡ ✐♥ ♠✐♥✉t❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛s❡t
s✐③❡✱ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♥♦❞❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❲✐♥✲♥♦t✲✇✐♥ t❡st ❢♦r tr❡❡✲str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚✐♠❡ ✐♥ ♠✐♥✉t❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❞❛t❛s❡t s✐③❡✱ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♥♦❞❡s✳
r✉♥t✐♠❡ ♣❡r ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❛t❛ s✐③❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❥♦❜s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ s❤♦✇s t❤❡ r✉♥t✐♠❡s ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ✇✐♥✲♥♦t✲✇✐♥ t❡st ♦✈❡r tr❡❡✲str✉❝t✉r❡❞
❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤ ✐♥♣✉t s✐③❡s ✉♣ t♦ ✶ ❜✐❧❧✐♦♥ ❢❛❝ts✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❞❛t❛ s✐③❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡
✭r✉❧❡ s❡t✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝ts ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✮✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t r✉♥t✐♠❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✮✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ✇✐t❤
♥❡❣❛t✐♦♥ t❡st ♦✈❡r ❝❤❛✐♥✲str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛s❡ts✱ ✇❤❡♥ r✉♥ ♦♥ ✼ ♥♦❞❡s✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ tr❛♥s✐t✐✈❡
❝❧♦s✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦✐♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢♦r♠❡❞ ❝❤❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉❛❧
t♦ ⌈n/k⌉ − 1✱ ♥❛♠❡❧② ✷✱ ✹✱ ✽ ❛♥❞ ✶✻✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❛✛❡❝ts ❜♦t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✏✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❡♣s✑✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✶✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥❛✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
✽✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙
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Increasing n/k - 1, where n=125M and k=41.7M, 25M, 13.9M and 7.36M
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NaiveOptimized
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❚r❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ t❡st ❢♦r ❝❤❛✐♥✲str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚✐♠❡ ✐♥
♠✐♥✉t❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦✐♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢♦r♠❡❞ ❝❤❛✐♥ ✭⌈n/k⌉ − 1✮✱ ❢♦r
❞❛t❛s❡t s✐③❡ ✭♥✮ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝ts ♣❡r ❧❡✈❡❧ ✭❦✮✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♥❛✐✈❡ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❲❋❙
✜①♣♦✐♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
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Millions of facts (n), where k=12.5M, 25M, 50M and 100M (constant n/k - 1)
0 100 200 300 400 500
NaiveOptimized
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❚r❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ t❡st ❢♦r ❝❤❛✐♥✲str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚✐♠❡ ✐♥
♠✐♥✉t❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛s❡t s✐③❡ ✭♥✮ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝ts ♣❡r ❧❡✈❡❧ ✭❦✮ ✭❝♦♥st❛♥t
⌈n/k⌉ − 1✮✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♥❛✐✈❡ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❲❋❙ ✜①♣♦✐♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
❤✐❣❤❡r ❢♦r ❧♦♥❣❡r ❝❤❛✐♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ r❡❝♦♠♣✉t❡ ❧❛r❣❡r tr❛♥s✐t✐✈❡
❝❧♦s✉r❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡
✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ t❡st ♦✈❡r ❝❤❛✐♥✲str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛s❡ts ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦✐♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧❧② ❢♦r♠❡❞ ❝❤❛✐♥✱ ✇❤❡♥ r✉♥ ♦♥ ✼ ♥♦❞❡s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧②✱ ❜♦t❤ ❢♦r ♥❛✐✈❡
❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✉♥t✐♠❡
♣❡r ❥♦❜ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝ts✳
✻✳✷✳ ❙❚❘❆❚■❋■❊❉ ❱❊❘❙❯❙ ❋❯▲▲ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙ ❆PP❘❖❆❈❍ ✽✼
✻✳✷ ❙tr❛t✐✜❡❞ ❱❡rs✉s ❋✉❧❧ ❲❡❧❧✲❋♦✉♥❞❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s ❆♣✲
♣r♦❛❝❤
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❥✉st✐❢② ♦✉r ❝❧❛✐♠ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞
❢♦r t❤❡ str❛t✐✜❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ♦✈❡r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥✲
t✐❝s✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❤❡r❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s
♦✈❡r str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠s✳
✻✳✷✳✶ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s
■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ❢♦r ❛ str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❛ ❦❡② ❛ttr✐❜✉t❡ ❛✛❡❝t✲
✐♥❣ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r t❤❡ str❛t✐✜❡❞ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❝❤❛✐♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❡r♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ r✉❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✳
❚❤✉s✱ ❧♦♥❣❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❝❤❛✐♥s r❡s✉❧t ✐♥ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ r❛♥❦s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛r r❡❛s♦♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ s✐♥❝❡ ❜♦t❤
r✉❧❡ s❡t ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❡♣s✑✳
❇② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❝❧♦s❡❧② s❡✈❡r❛❧ str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠s ♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s
❡✈✐❞❡♥t t❤❛t✱ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦r ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏✐♥❢❡r❡♥❝❡
st❡♣s✑ ✐s t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❝❤❛✐♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss t❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤
✏✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❡♣s✑✱ ♥❛♠❡❧② ♠♦r❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ tr✉❡ ✭❦♥♦✇♥✮ ❢❛❝ts ✭❑m ⊆ ❑m+1✱ m ≥ 0✮ ❛♥❞
❛ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭✉♥❦♥♦✇♥✮ ❢❛❝ts ✭❯m ⊇ ❯m+1✱ m ≥ 0✮✱ ❢♦❧❧♦✇s ❝❧♦s❡❧② t❤❡
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ str❛t✐✜❡❞ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t✇♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥s
✭t❤❡ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s❑ ❛♥❞ ❯ ✮ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✏❝♦♥✈❡r❣❡✑✱ ♥❛♠❡❧② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡t r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✱
♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧❧② t♦ ❧♦✇❡r r❛♥❦s ❛♥❞ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② t♦ ❤✐❣❤❡r r❛♥❦s✳
❋♦r t❤❡ str❛t✐✜❡❞ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❦s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ r✉❧❡ ❜❡✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ str❛t✐✜❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ ❛ r✉❧❡
s❡t t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❑ ❛♥❞
❯✱ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ r✉❧❡s ✉♥t✐❧ ♥♦ ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡q✉✐r❡
s❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ r✉❧❡ s❡t✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
❛ r✉❧❡ s❡t t❤❛t ❢♦r♠s ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❝❤❛✐♥✱ ✇❤❡r❡ ❜ ✐s t❤❡ ❜❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ ≥ ✶✿
❛i✭❳✱❨✮ ← ❜✭❳✱❨✮✱ ♥♦t ❛i−1✭❳✱❨✮✳
♦✈❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿
• t❤❡ ❜❛s❡ ❢❛❝ts ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠✿ ④❜✭❥✱ ❥✮ | ✶ ≤ ❥ ≤ ♥⑥✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t
❝♦♥t❛✐♥s ❢❛❝ts ♦♥❧② ❢♦r ❜✭❳✱❨✮✱ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r✉❧❡ s❡t ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡✿
✕ tr✉❡ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❢♦r ❛i✭❳✱❨✮✱ ✇❤❡r❡ ✐ ✐s ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r✳
✽✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙
✕ ♥♦ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ❧✐t❡r❛❧s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s str❛t✐✜❡❞✳
✕ ❢❛❧s❡ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❢♦r ❛i✭❳✱❨✮✱ ✇❤❡r❡ ✐ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢❛❧s❡ ❧✐t❡r❛❧s
❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
❛1✭❳✱❨✮ ← ❜✭❳✱❨✮✱ ♥♦t ❛0✭❳✱❨✮✳
❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝t✿
❜✭✶✱✶✮
❚❤❡ str❛t✐✜❡❞ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r✉❧❡✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ r❛♥❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
r❛♥❦ ✵✿ ❛0✱ ❜
r❛♥❦ ✶✿ ❛1
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r ✐ = N ✱ ❡❛❝❤ r✉❧❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ r✉❧❡s ❢r♦♠ r❛♥❦ 1
t♦ r❛♥❦ N ✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ N r✉❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦✈❡r N
▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜s✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥♣✉t ✐s N ∗ (n+ n/2)✱ ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❛♥❦s ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝ts ✭♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ n ❢❛❝ts ❢♦r ❜ ❛♥❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢
n/2 ❢❛❝ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❛i✮✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♦✉t♣✉t ✐s N ∗ (n/2)✱ ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❛♥❦s ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝ts✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s s❡✈❡r❛❧ ✏✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❡♣s✑ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡❛❝❤ ❛ ✜①♣♦✐♥t✱ ✇✐t❤ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❑ ❛♥❞ ❯ ❜❡✐♥❣ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭❢♦r ✐ = 1✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ r✉❧❡
s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ r✉❧❡✮✿
❑0 ❂ ④❜✭✶✱✶✮⑥
❯0 ❂ ④❛1✭✶✱✶✮✱ ❜✭✶✱✶✮⑥
❑1 ❂ ④❛1✭✶✱✶✮✱ ❜✭✶✱✶✮⑥ ✿ ✰❛1✭✶✱✶✮
❯1 ❂ ④❛1✭✶✱✶✮✱ ❜✭✶✱✶✮⑥
❑2 ❂ ④❛1✭✶✱✶✮✱ ❜✭✶✱✶✮⑥ ❂ ❑1
✇❤❡r❡ ✏✿ ✰❛1✭✶✱✶✮✑ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t ❑1 ✲ ❑0 ❂ ④❛1✭✶✱✶✮⑥✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t st❡♣ 2
s✐♥❝❡ ❑1 = ❑2✳
❋♦r ✐ = 2 ✭♥❛♠❡❧② t❤❡ r✉❧❡ s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ r✉❧❡s✮✱ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❑ ❛♥❞ ❯ ❛r❡
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❑0 ❂ ④❜✭✶✱✶✮⑥
❯0 ❂ ④❛2✭✶✱✶✮✱ ❛1✭✶✱✶✮✱ ❜✭✶✱✶✮⑥
❑1 ❂ ④❛1✭✶✱✶✮✱ ❜✭✶✱✶✮⑥ ✿ ✰❛1✭✶✱✶✮
❯1 ❂ ④❛1✭✶✱✶✮✱ ❜✭✶✱✶✮⑥ ✿ −❛2✭✶✱✶✮
❑2 ❂ ④❛1✭✶✱✶✮✱ ❜✭✶✱✶✮⑥ ❂ ❑1
✻✳✷✳ ❙❚❘❆❚■❋■❊❉ ❱❊❘❙❯❙ ❋❯▲▲ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙ ❆PP❘❖❆❈❍ ✽✾
✇❤❡r❡ ✏✿ ✰❛1✭✶✱✶✮✑ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t ❑1 ✲ ❑0 ❂ ④❛1✭✶✱✶✮⑥✱ ✏✿ −❛2✭✶✱✶✮✑ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t ❯0 ✲ ❯1
❂ ④❛2✭✶✱✶✮⑥✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t st❡♣ 2 s✐♥❝❡ ❑1 = ❑2✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r ✐ = N ❛♥❞ n ❢❛❝ts ❢♦r ❜✭❳✱❨✮✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ st❡♣ ✵✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❑ ❛♥❞ ❯
❣r❛❞✉❛❧❧② r❡✜♥❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r✉❧❡ s❡t
❛♥❞ ❞❛t❛s❡t✿
⌈(N + 3)/2⌉ st❡♣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ✐❢ ✐ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r
⌈(N + 4)/2⌉ st❡♣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ✐❢ ✐ ✐s ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ❝♦♠♣✉t❡s ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❑ ❛♥❞ ❯✱ t❤✉s✿
(N + 3) ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✐❢ ✐ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r
(N + 4) ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✐❢ ✐ ✐s ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r
❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❛❧❧ N r✉❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡❛❝❤ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♥♦
r✉❧❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ❢♦r ❑0 s✐♥❝❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡
s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡s✱ t❤✉s✿
(N + 2) ∗N t♦t❛❧ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ✐❢ ✐ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r
(N + 3) ∗N t♦t❛❧ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ✐❢ ✐ ✐s ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r
✇✐t❤ N r✉❧❡s ❜❡✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜✿
(N + 2) ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ✐❢ ✐ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r
(N + 3) ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ✐❢ ✐ ✐s ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r
✇✐t❤ t♦t❛❧ ✐♥♣✉t ❜❡✐♥❣ ✭✉♥t✐❧ ✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✮✿
(N + 2) ∗ (n+N ∗ (n/2))✱ ✐❢ ✐ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r
(N + 3) ∗ (n+N ∗ (n/2))✱ ✐❢ ✐ ✐s ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r
❛♥❞ t♦t❛❧ ♦✉t♣✉t ❜❡✐♥❣ ✭✉♥t✐❧ ✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✮✿
(N + 2) ∗N ∗ (n/2)✱ ✐❢ ✐ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r
(N + 3) ∗N ∗ (n/2)✱ ✐❢ ✐ ✐s ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r
❚❤✉s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ str❛t✐✜❡❞
❲❋❙ ♠❡t❤♦❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤
❛ ✜①♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜ ❤❛s ❧❛r❣❡r ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❡r♥ tr❛♥s❧❛t❡s
✐♥t♦ ❧♦♥❣❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① r✉❧❡ s❡ts✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ r✉❧❡ s❡t✱ t❤✉s✱ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
❝♦st ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ str❛t✐✜❡❞ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞✳
✻✳✷✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❆♥❛❧②s✐s
▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ✇♦✉❧❞
❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ str❛t✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ str❛t✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠s s❤♦✉❧❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞✱ ♥❛♠❡❧②
✾✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙
Tim
e in 
min
utes
0
2
4
6
8
10
12
14
16
Number of rules (ranks)0 2 4 6 8 10
 Stratiﬁed WFS Full WFS
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❚✐♠❡ ✐♥ ♠✐♥✉t❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s ✭r❛♥❦s✮✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
str❛t✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞✳
❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❙♣❡❡❞✉♣ ♦❢ t❤❡ str❛t✐✜❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞✳
◆✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵
❙♣❡❡❞✉♣ ✸✳✻✼ ✷✳✷✾ ✷✳✸✻ ✶✳✾✹ ✷✳✵✾ ✶✳✾✼ ✷✳✶✽ ✶✳✾✼ ✷✳✶✼ ✷✳✶
❡❛❝❤ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❥♦❜✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❥♦❜s t❤❛t ❛♣♣❧② r✉❧❡s ✉♥t✐❧ ♥♦ ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ s✐♥❣❧❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❝❤❛✐♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t ✇❛② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡❛s♦♥✲
✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢❛✈♦rs t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞ s♦ ❛s t♦ s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ str❛t✐✜❡❞ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞ r❡t❛✐♥s ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ str❛t✐✜❡❞
♣r♦❣r❛♠✳
P❧❛t❢♦r♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❛❞♦♦♣ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡
❢r❛♠❡✇♦r❦✷✱ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✵✳✹✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ P❈ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✹ ❝♦r❡s
r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✷✳✹●❍③✱ ✻●❇ ❘❆▼ ❛♥❞ ✺✵✵●❇ ♦❢ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡✳
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❡st✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ s❡t t❤❛t ❢♦r♠s ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❝❤❛✐♥✱ ✇❤❡r❡ ❜ ✐s t❤❡ ❜❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ ≥ ✶✿
❛i✭❳✱❨✮ ← ❜✭❳✱❨✮✱ ♥♦t ❛i−1✭❳✱❨✮✳
♦✈❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿
• t❤❡ ❜❛s❡ ❢❛❝ts ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠✿ ④❜✭❥✱ ❥✮ | ✶ ≤ ❥ ≤ ♥⑥✳
❘❡s✉❧ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r✉♥t✐♠❡s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ str❛t✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙
♠❡t❤♦❞✱ ♦✈❡r ✶ ♠✐❧❧✐♦♥ ❢❛❝ts✱ r❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶✵✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t
t❤❡ str❛t✐✜❡❞ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞ ❝❧❡❛r❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❢✉❧❧ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✷❤tt♣✿✴✴❤❛❞♦♦♣✳❛♣❛❝❤❡✳♦r❣✴♠❛♣r❡❞✉❝❡✴
✻✳✷✳ ❙❚❘❆❚■❋■❊❉ ❱❊❘❙❯❙ ❋❯▲▲ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙ ❆PP❘❖❆❈❍ ✾✶
♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞✉♣✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ t❤❡ str❛t✐✜❡❞ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s
❛ s♣❡❡❞✉♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✾✹ ❛♥❞ ✸✳✻✼✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t
❢♦r t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ ♣r♦❣r❛♠s t❤❡ str❛t✐✜❡❞ ❲❋❙ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✷
t✐♠❡s ❢❛st❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r r✉❧❡ s❡ts t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡❛❝❤ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t✱ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r✳
✾✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❲❊▲▲✲❋❖❯◆❉❊❉ ❙❊▼❆◆❚■❈❙
❈❤❛♣t❡r ✼
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ r❡str✐❝t❡❞
❢♦r♠ ♦❢ ❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧② s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠s✳ ❙✉❜s❡✲
q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
✼✳✶ ❆♥s✇❡r ❙❡t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣
✼✳✶✳✶ ❙✐♥❣❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ Pr♦❣r❛♠s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❆❙P ♣r♦❣r❛♠s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
♠❛❧❡✭❳✮ ← ❤✉♠❛♥✭❳✮✱ ♥♦t ❢❡♠❛❧❡✭❳✮✳
❢❡♠❛❧❡✭❳✮ ← ❤✉♠❛♥✭❳✮✱ ♥♦t ♠❛❧❡✭❳✮✳
❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝ts✿
❤✉♠❛♥✭♣❛t✮ ❤✉♠❛♥✭♠❛r②✮ ❢❡♠❛❧❡✭♠❛r②✮
❚❤❡ ♥❛♠❡ P❛t ♠❛② ❡✐t❤❡r r❡❢❡r t♦ ❛ ♠❛❧❡ ✭P❛tr✐❝❦✮ ♦r ❛ ❢❡♠❛❧❡ ✭P❛tr✐❝✐❛✮✱ ✇❤✐❧❡ ▼❛r② ✐s
❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢❡♠❛❧❡ ♥❛♠❡✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ❤❛s t✇♦ ❛♥s✇❡r s❡ts✱ ♥❛♠❡❧②✿
④❤✉♠❛♥✭♣❛t✮✱ ❤✉♠❛♥✭♠❛r②✮✱ ♠❛❧❡✭♣❛t✮✱ ❢❡♠❛❧❡✭♠❛r②✮⑥
④❤✉♠❛♥✭♣❛t✮✱ ❤✉♠❛♥✭♠❛r②✮✱ ❢❡♠❛❧❡✭♣❛t✮✱ ❢❡♠❛❧❡✭♠❛r②✮⑥
❆ t②♣✐❝❛❧ ❆❙P s♦❧✈❡r ✇♦✉❧❞ ✜rst ❣r♦✉♥❞ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♥s✇❡r s❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤
♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❦❡② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ r✉❧❡✱ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ ❜♦t❤ ❤❡❛❞
❛♥❞ ❜♦❞② ❛r❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✭❛s ❳ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s
✐s tr✉❡ ❢♦r ❡✈❡r② r✉❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥st❛♥t s❡♣❛r❛t❡❧②✿
✾✸
✾✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ ❋❯❚❯❘❊ ❲❖❘❑
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶ P❛r❛❧❧❡❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥st❛♥ts
♠❛♣✭▲♦♥❣ ❦❡②✱ ❙tr✐♥❣ ✈❛❧✉❡✮ ✿
✴✴ ❦❡②✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭✐rr❡❧❡✈❛♥t✮
✴✴ ✈❛❧✉❡✿ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧✐♥❡ ✭❛ ❢❛❝t✮
❝♦♥st❛♥t ❂ ❣❡t❈♦♥st❛♥t✭✈❛❧✉❡✮❀
♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂ ❣❡tPr❡❞✐❝❛t❡✭✈❛❧✉❡✮❀
❊♠✐t■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✭❝♦♥st❛♥t✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡✮❀
r❡❞✉❝❡✭❙tr✐♥❣ ❦❡②✱ ■t❡r❛t♦r ✈❛❧✉❡s✮ ✿
✴✴ ♣r♦❣r❛♠✿ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠ st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r②
✴✴ ❦❡②✿ ❝♦♥st❛♥t
✴✴ ✈❛❧✉❡s ✿ ❧✐st ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✭❢❛❝ts✮
❙❡t ❢❛❝ts ❂ ∅❀
❢♦r ❡❛❝❤ ✈ ✐♥ ✈❛❧✉❡s
❢❛❝ts✳❛❞❞✭✈✮❀
❆❙P❙♦❧✈❡r s♦❧✈❡r ❂ ❆❙P❙♦❧✈❡r✳❣❡t❙♦❧✈❡r✭✮❀
s♦❧✈❡r✳r❡❛s♦♥✭❢❛❝ts✱ ♣r♦❣r❛♠✮❀
❊♠✐t✭❦❡② ✱ s♦❧✈❡r✳❣❡t❘❡s✉❧ts✭✮✮❀
♠❛❧❡ ← ❤✉♠❛♥✱ ♥♦t ❢❡♠❛❧❡✳
❢❡♠❛❧❡ ← ❤✉♠❛♥✱ ♥♦t ♠❛❧❡✳
❚❤✉s✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ♣❛t ❛♥❞ ♠❛r② s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛♥s✇❡r s❡ts ❢♦r
♣❛t✱ ♥❛♠❡❧② ④❤✉♠❛♥✭♣❛t✮✱ ♠❛❧❡✭♣❛t✮⑥ ❛♥❞ ④❤✉♠❛♥✭♣❛t✮✱ ❢❡♠❛❧❡✭♣❛t✮⑥✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛♥s✇❡r s❡t
❢♦r ♠❛r②✱ ♥❛♠❡❧② ④❤✉♠❛♥✭♠❛r②✮✱ ❢❡♠❛❧❡✭♠❛r②✮⑥✳
❙✉❝❤ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss r❡❞✉❝❡s ❜♦t❤ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ s♣❛❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r
❛♥s✇❡r s❡ts st♦r❛❣❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿
• k✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳
• m✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✳
• n = k ∗m✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s✳
❋♦r t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❳✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✷n ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥s✇❡r s❡ts✱ s✐♥❝❡ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡✈❡r② ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥st❛♥t
s❡♣❛r❛t❡❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥s✇❡r s❡ts ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✷k ∗ m✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s
❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❡✐t❤❡r ♦♥ ❡❛❝❤
❝♦♥st❛♥t ♦r ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
✼✳✶✳✷ P❛r❛❧❧❡❧ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❈♦♥st❛♥ts
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❖✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❣r♦✉♣✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❡❛✲
✼✳✶✳ ❆◆❙❲❊❘ ❙❊❚ P❘❖●❘❆▼▼■◆● ✾✺
s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥st❛♥t s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦❣r❛♠✿
♠❛❧❡ ← ❤✉♠❛♥✱ ♥♦t ❢❡♠❛❧❡✳
❢❡♠❛❧❡ ← ❤✉♠❛♥✱ ♥♦t ♠❛❧❡✳
❚❤❡ Map ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❞s ❢❛❝ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♣r❡❞✐❝❛t❡✭❝♦♥st❛♥t✮ ❛♥❞ ❡♠✐ts ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ <❝♦♥st❛♥t✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡>✳ ❋✉♥❝t✐♦♥s ❣❡t❈♦♥st❛♥t✭✈❛❧✉❡✮ ❛♥❞ ❣❡tPr❡❞✐❝❛t❡✭✈❛❧✉❡✮ ❡①✲
tr❛❝t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ✭❣✐✈❡♥ ❢❛❝t✮✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝ts✿ ❤✉♠❛♥✭♣❛t✮✱ ❤✉♠❛♥✭♠❛r②✮ ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡✭♠❛r②✮✱ Map ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡♠✐t
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs ✿
<♣❛t✱ ❤✉♠❛♥>
<♠❛r②✱ ❤✉♠❛♥>
<♠❛r②✱ ❢❡♠❛❧❡>
◆♦t❡ t❤❛t✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥st❛♥t ✭♣❛t✱ ♠❛r②✮ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛♥❞ ✐♥
✐s♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❣r♦✉♣✴s♦rt t❤❡ ♣❛✐rs ❡♠✐tt❡❞ ❜②
Map✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs✿
<♣❛t✱ ❤✉♠❛♥>
<♠❛r②✱ <❤✉♠❛♥✱ ❢❡♠❛❧❡>>
❊❛❝❤ Reduce ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠✱ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❆❙P s♦❧✈❡r ✭✇❡
❛ss✉♠❡ ❛♥② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❧✈❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❧✐❜r❛r②✮✳ ❋✐rst✱ Reduce
❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❞s ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✭♣r❡❞✐❝❛t❡s✮ ❛♥❞ ❛❞❞s t❤❡♠ t♦ ❢❛❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✲
✐❝❛t❡s✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❆P■ ❞❡✜♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❆❙P❙♦❧✈❡r✳❣❡t❙♦❧✈❡r✭✮✱ ✇❤✐❝❤
♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❧✈❡r✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ s♦❧✈❡r✳r❡❛s♦♥✭❢❛❝t✱ ♣r♦❣r❛♠✮
♣❡r❢♦r♠s r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✲♠❡♠♦r② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦✲
❣r❛♠✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥s✇❡r s❡ts ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✈❡r ✉s✐♥❣ s♦❧✈❡r✳❣❡t❘❡s✉❧ts✭✮✳
❚❤✉s✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡r ✇✐t❤ ❦❡②✿
♣❛t✱ ✇✐❧❧ ❡♠✐t <♣❛t✱ <④❤✉♠❛♥✱ ♠❛❧❡⑥✱ ④❤✉♠❛♥✱ ❢❡♠❛❧❡⑥>>
♠❛r②✱ ✇✐❧❧ ❡♠✐t <♠❛r②✱ ④❤✉♠❛♥✱ ❢❡♠❛❧❡⑥>
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♥s✇❡r s❡t ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡♥ ♥♦ ❛♥s✇❡r s❡t ❡①✐sts
❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❆❙P ♣r♦❣r❛♠✳
✼✳✶✳✸ P❛r❛❧❧❡❧ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❇❛s❡❞ ♦♥ Pr❡❞✐❝❛t❡s
❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❣r♦✉♣✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t❤❡② ❢♦r♠ ❢♦r ❡❛❝❤
❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿
♠❛❧❡ ← ❤✉♠❛♥✱ ♥♦t ❢❡♠❛❧❡✳
❢❡♠❛❧❡ ← ❤✉♠❛♥✱ ♥♦t ♠❛❧❡✳
✾✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ ❋❯❚❯❘❊ ❲❖❘❑
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✷ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ s❡ts ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♣❡r ❝♦♥st❛♥t
♠❛♣✭▲♦♥❣ ❦❡②✱ ❙tr✐♥❣ ✈❛❧✉❡✮ ✿
✴✴ ❦❡②✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭✐rr❡❧❡✈❛♥t✮
✴✴ ✈❛❧✉❡✿ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧✐♥❡ ✭❛ ❢❛❝t✮
❝♦♥st❛♥t ❂ ❣❡t❈♦♥st❛♥t✭✈❛❧✉❡✮❀
♣r❡❞✐❝❛t❡ ❂ ❣❡tPr❡❞✐❝❛t❡✭✈❛❧✉❡✮❀
❊♠✐t■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✭❝♦♥st❛♥t✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡✮❀
r❡❞✉❝❡✭❙tr✐♥❣ ❦❡②✱ ■t❡r❛t♦r ✈❛❧✉❡s✮ ✿
✴✴ ❦❡②✿ ❝♦♥st❛♥t
✴✴ ✈❛❧✉❡s ✿ ❧✐st ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✭❢❛❝ts✮
❙❡t ❢❛❝ts ❂ ∅❀
❢♦r ❡❛❝❤ ✈ ✐♥ ✈❛❧✉❡s
❢❛❝ts✳❛❞❞✭✈✮❀
❊♠✐t✭❢❛❝ts✱ ❦❡②✮❀
❖✉r ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✷✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝ts✿ ❤✉♠❛♥✭♣❛t✮✱ ❤✉♠❛♥✭♠❛r②✮ ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡✭♠❛r②✮✱ Map
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡♠✐t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs ✿
<♣❛t✱ ❤✉♠❛♥>
<♠❛r②✱ ❤✉♠❛♥>
<♠❛r②✱ ❢❡♠❛❧❡>
◆♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥st❛♥t ✭♣❛t✱
♠❛r②✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛♥❞ ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✇✐❧❧ ❣r♦✉♣✴s♦rt t❤❡ ♣❛✐rs ❡♠✐tt❡❞ ❜② Map✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs✿
<♣❛t✱ ❤✉♠❛♥>
<♠❛r②✱ <❤✉♠❛♥✱ ❢❡♠❛❧❡>>
❊❛❝❤ Reduce ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❡♠✐t✱ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡ts
♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❚❤✉s✱ Reduce ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❞s ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✭♣r❡❞✐❝❛t❡s✮ ❛♥❞ ❛❞❞s t❤❡♠
t♦ ❢❛❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜♦t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✭❢❛❝ts✮ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥st❛♥t ✭❦❡②✮ ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡r ✇✐t❤ ❦❡②✿
♣❛t✱ ✇✐❧❧ ❡♠✐t <❤✉♠❛♥✱ ♣❛t>
♠❛r②✱ ✇✐❧❧ ❡♠✐t <④❤✉♠❛♥✱ ❢❡♠❛❧❡⑥✱ ♠❛r②>
❖✉r ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✶✸✳ ❚❤❡ Map ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❞s ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ <s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❝♦♥st❛♥t>
❛♥❞ ❡♠✐ts ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ <♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❝♦♥st❛♥t>✳ ❋✉♥❝t✐♦♥s ❣❡tPr❡❞✐❝❛t❡s✭✈❛❧✉❡✮ ❛♥❞
❣❡t❈♦♥st❛♥t✭✈❛❧✉❡✮ ❡①tr❛❝t t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢r♦♠ ❡❛❝❤
✈❛❧✉❡ ✭❣r♦✉♣ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♣❡r ❝♦♥st❛♥t✮✳
✼✳✶✳ ❆◆❙❲❊❘ ❙❊❚ P❘❖●❘❆▼▼■◆● ✾✼
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✸ P❛r❛❧❧❡❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
♠❛♣✭▲♦♥❣ ❦❡②✱ ❙tr✐♥❣ ✈❛❧✉❡✮ ✿
✴✴ ❦❡②✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭✐rr❡❧❡✈❛♥t✮
✴✴ ✈❛❧✉❡✿ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧✐♥❡ ✭❛ ❢❛❝t✮
♣r❡❞✐❝❛t❡s ❂ ❣❡tPr❡❞✐❝❛t❡s✭✈❛❧✉❡✮❀
❝♦♥st❛♥t ❂ ❣❡t❈♦♥st❛♥t✭✈❛❧✉❡✮❀
❊♠✐t■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✭♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❝♦♥st❛♥t✮❀
r❡❞✉❝❡✭❙tr✐♥❣ ❦❡②✱ ■t❡r❛t♦r ✈❛❧✉❡s✮ ✿
✴✴ ♣r♦❣r❛♠✿ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠ st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r②
✴✴ ❦❡②✿ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
✴✴ ✈❛❧✉❡s ✿ ❧✐st ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts
❆❙P❙♦❧✈❡r s♦❧✈❡r ❂ ❆❙P❙♦❧✈❡r✳❣❡t❙♦❧✈❡r✭✮❀
s♦❧✈❡r✳r❡❛s♦♥✭❦❡②✱ ♣r♦❣r❛♠✮❀
❢♦r ❡❛❝❤ ✈ ✐♥ ✈❛❧✉❡s
❊♠✐t✭✈✱ s♦❧✈❡r✳❣❡t❘❡s✉❧ts✭✮✮❀
●✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ♣❛✐rs✿ <❤✉♠❛♥✱ ♣❛t> ❛♥❞<④❤✉♠❛♥✱ ❢❡♠❛❧❡⑥✱ ♠❛r②>✱Map ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐❧❧ ❡♠✐t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs ✿
<❤✉♠❛♥✱ ♣❛t>
<④❤✉♠❛♥✱ ❢❡♠❛❧❡⑥✱ ♠❛r②>
◆♦t❡ t❤❛t✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛♥❞ ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❣r♦✉♣✴s♦rt t❤❡ ♣❛✐rs ❡♠✐tt❡❞ ❜② Map✱ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs✿
<❤✉♠❛♥✱ ♣❛t>
<④❤✉♠❛♥✱ ❢❡♠❛❧❡⑥✱ ♠❛r②>
❊❛❝❤ Reduce ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠✱ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❆❙P s♦❧✈❡r ✭✇❡
❛ss✉♠❡ ❛♥② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❧✈❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❧✐❜r❛r②✮✳ ❲❡ ✉s❡ ❛
❣❡♥❡r✐❝ ❆P■ ❞❡✜♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❆❙P❙♦❧✈❡r✳❣❡t❙♦❧✈❡r✭✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❧✈❡r✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ s♦❧✈❡r✳r❡❛s♦♥✭❢❛❝t✱♣r♦❣r❛♠✮ ♣❡r❢♦r♠s r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✲♠❡♠♦r② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ Reduce
❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❞s ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✭❝♦♥st❛♥ts✮ ❛♥❞ ❡♠✐ts✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥s✇❡r
s❡ts✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥s✇❡r s❡ts ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✈❡r ✉s✐♥❣ s♦❧✈❡r✳❣❡t❘❡s✉❧ts✭✮✳
❚❤✉s✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡r ✇✐t❤ ❦❡②✿
❤✉♠❛♥✱ ✇✐❧❧ ❡♠✐t <♣❛t✱ <④❤✉♠❛♥✱ ♠❛❧❡⑥✱ ④❤✉♠❛♥✱ ❢❡♠❛❧❡⑥>>
④❤✉♠❛♥✱ ❢❡♠❛❧❡⑥✱ ✇✐❧❧ ❡♠✐t <♠❛r②✱ ④❤✉♠❛♥✱ ❢❡♠❛❧❡⑥>
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♥s✇❡r s❡t ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ t❤❡♥ ♥♦
❛♥s✇❡r s❡t ❡①✐sts ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❆❙P ♣r♦❣r❛♠✳
✾✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ ❋❯❚❯❘❊ ❲❖❘❑
✼✳✶✳✹ ❋✐♥❛❧ ❘❡♠❛r❦s
▲❡t ✉s ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♣r♦❣r❛♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r✉❧❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥s✇❡r s❡ts ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✷k ∗ m✱ ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ m ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✳
P❛r❛❧❧❡❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t
♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❢❡✇ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱
♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❛s r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❡❞❡❞ ✉♣ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢
✷k✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❝♦♥st❛♥ts ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✱
♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠✳
■♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❡st ✐t ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✳ ❈✉r✲
r❡♥t❧② t❤✐s ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❤❛♠♣❡r❡❞ ❜② ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❍❛❞♦♦♣ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ ❆❙P s♦❧✈❡r t♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❏❛✈❛✱ ❛♥❞ ✐ts s♦✉r❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ✇❡r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ s♦❧✈❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛ ✇✐t❤ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❢❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
❛ s❡r✐❛❧ ❆❙P s♦❧✈❡r ✐♥ ❏❛✈❛ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❋♦r ♣r♦❣r❛♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r✉❧❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛t ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡①✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❢♦r ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛t ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐♥❝❡ s✉❝❤ ♣r♦❣r❛♠s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡❣♠❡♥ts✳ ❋❛❝ts ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s✉❜s❡ts✱ ✇❤✐❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥s✇❡r s❡ts ♠❛② ❜❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧✱ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ t❤❡ r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s
r❡q✉✐r❡❞ ✐s ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈✐s❡ ❛ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❆❙P r❡❛s♦♥✐♥❣✳
❚♦ s✉♠ ✉♣ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧✐st ♦❢ ❦❡② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✿
• ❋♦r s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❆❙P ♣r♦❣r❛♠s✱ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✷n t♦ ✷k ∗ m✱
✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ m ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ n ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s✳
• ❙✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❆❙P ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ♦r ♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠✳
• ❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❆❙P s♦❧✈❡r ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ❝✉rr❡♥t❧② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❆❙P s♦❧✈❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛✱
♦♥❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱
s✉❝❤ ❛s ❖♣❡♥▼P ♦r ▼P■✳
• ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❆❙P ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✼✳✷✳ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✾✾
✼✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❋r❛♠❡✇♦r❦
❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ ❛ ❦❡② ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❛ss✉r❡ t❤❛t
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s❝❛❧❛❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡tr✐❝s✳
❉❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✈❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚✇♦
♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛r❡✿ ✭❛✮ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❛t❛ s✐③❡s ❛♥❞
✭❜✮ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❉❛t❛s❡ts ♠❛② ❢♦❧❧♦✇ ❞✐✈❡rs❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t❧② ❡✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❤✐❣❤❧② s❦❡✇❡❞ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❑♦t♦✉❧❛s ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ ❛♥❞ ❉✉❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✻✷❪✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❙❡♠❛♥t✐❝
❲❡❜ ❞❛t❛ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② s❦❡✇❡❞ ♠❛② r❡s✉❧t✱ ✐❢ ♥♦t ❛❞❞r❡ss❡❞ ♣r♦♣❡r❧②✱ ✐♥ ❧♦✇ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❛r✲
❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝❛s❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♦♥❡ ♠❛② ✉s❡ ❡✐t❤❡r ❜❡♥❝❤♠❛r❦s
s✉❝❤ ❛s ▲❯❇▼✶ ♦r ♠❛♥✉❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛s❡ts r❡s❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❘✉❧❡ s❡t✳ ❊❛❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ r✉❧❡ s❡ts✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts
t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛r❡✿ ✭❛✮ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s ❛♥❞ ✭❜✮ s②st❡♠
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ r✉❧❡ s❡t str✉❝t✉r❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ r❡❛s♦♥✐♥❣✱
❘❉❋❙ ❛♥❞ ❖❲▲✲❍♦rst r✉❧❡ s❡ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ♠❛♥✉❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ r✉❧❡ s❡ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ r✉❧❡ s❡ts ❝♦✈❡rs ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
P❧❛t❢♦r♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ t❤❛t
✐s ❛❜❧❡ t♦ r✉♥ ❡✐t❤❡r ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦r ♦♥ t❤❡ ❝❧♦✉❞ s✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✈❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ ♦✛❡r✐♥❣ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r ✉♣ t♦ ❤✉♥❞r❡❞s ♦r
t❤♦✉s❛♥❞s ♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ t❤❡ ❍❛❞♦♦♣ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✷ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❤✐❣❤❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢
❞❛t❛ ❜② ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♥❣ ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞s ♥♦❞❡s✳
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❙❡tt✐♥❣s✳ ■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧ ❛ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs✿
• ❘✉♥t✐♠❡✱ ❛s t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✳
• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳
• ❉❛t❛s❡t s✐③❡✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t✳
• ❉❛t❛s❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❞❛t❛s❡t ❢♦❧❧♦✇s ❡✈❡♥ ♦r ✉♥❡✈❡♥ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥✳
• ❘✉❧❡ s❡t s✐③❡✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡ s❡t✳
✶❤tt♣✿✴✴s✇❛t✳❝s❡✳❧❡❤✐❣❤✳❡❞✉✴♣r♦❥❡❝ts✴❧✉❜♠✴
✷❤tt♣✿✴✴❤❛❞♦♦♣✳❛♣❛❝❤❡✳♦r❣✴♠❛♣r❡❞✉❝❡✴
✶✵✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ ❋❯❚❯❘❊ ❲❖❘❑
• ❙❝❛❧❡❞ s♣❡❡❞✉♣✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s s = runtime1node
runtimeNnodes∗N
✱ ✇❤❡r❡ runtime1node ✐s t❤❡ r❡✲
q✉✐r❡❞ r✉♥ t✐♠❡ ❢♦r ♦♥❡ ♥♦❞❡✱ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ runtimeNnodes ✐s t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ r✉♥ t✐♠❡ ❢♦r ◆ ♥♦❞❡s✳ ■t ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❡tr✐❝ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦
♠❡❛s✉r❡ ❤♦✇ ❛ s②st❡♠ s❝❛❧❡s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆ s②st❡♠ ✐s s❛✐❞ t♦
s❝❛❧❡ s✉❜❧✐♥❡❛r❧②✱ s✉♣❡r❧✐♥❡❛r❧② ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r❧② ✇❤❡♥ s < 1✱ s > 1 ❛♥❞ s ≃ 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
• ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❛t✐♦✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ ♦✉t♣✉t s✐③❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳
✼✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ✜rst t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r
❤✉❣❡ ❞❛t❛ s❡ts✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦s✱ ✇❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ✐♥✲
❝♦♥s✐st❡♥t ♦r ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❧♦❣✐❝s✿ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ✭s❡❡ ❈❤❛♣✲
t❡r ✹✮✱ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡rs ✺ ❛♥❞ ✻✮ ❛♥❞ ❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✮✳ ❊❛❝❤ ❧♦❣✐❝ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦♥♦t♦♥✐❝
r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛s❡ts✳
❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛s ✐t s✉♣♣♦rts
r✉❧❡ ♣r✐♦r✐t✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♥❡✇❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ❛♣♣❧②✲
✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝
❡①❛♠✐♥❡s ✇❤✐❝❤ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡r✐✈❛✲
t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ r✉❧❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮✳ ■♥ ❛ s❡♥s❡✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ t❡❛♠s✱ ✇✐t❤ t❤❡ t❡❛♠ ✇✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣✉t❡ ❛❧s♦ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♥❡✇
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳
❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❢✉❧❧ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r r✉❧❡ s❡ts t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ❢❛❝ts ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❢♦r
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❜❡✐♥❣ ❢❡❞ t♦ ❛ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥❡r ❢♦r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡str✐❝t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ r✉❧❡ s❡ts ✐s ❢✉❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❢❛❝ts✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❜♦t❤
❞❛t❛s❡t s✐③❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✭❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ❝❧❡❛r ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♥❝❡ ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡
r✉❧❡ s❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❖✉r ♥❡①t st❡♣ ✇❛s t♦ ❞❡✈✐s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r✉❧❡ s❡ts ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❛r✐t②
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❤❛❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ t②♣❡s ♦❢ r✉❧❡ s❡ts✱ ♥❛♠❡❧② str❛t✐✜❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲
str❛t✐✜❡❞✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts✱ ✇❤❡r❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✜r❡❞ r✉❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧②
♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞✳ ❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❝♦r❞✐♥❣ ✜r❡❞ r✉❧❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮
❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❢❛❝ts✱ t❤✉s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛r✐s✐♥❣ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s❝❛❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ✉♣ t♦ ✶ ❜✐❧❧✐♦♥ ❢❛❝ts
❝♦♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❣♦♦❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✳
✼✳✸✳ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆ ✶✵✶
❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❤✐❧❡
❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❡♥r✐❝❤❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ❛♥❞ r❡s♦❧✈❡s ❛r✐s✐♥❣ ❝♦♥✲
✢✐❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ s✉♣♣♦rt ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r
♥♦♥✲str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts✱ ✐s ②❡t t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✮✳ ❆♥ ❡①✐st✐♥❣ s❡r✐❛❧ ❞❡✲
❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❤✐❜✐t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ ❇✐❣ ❉❛t❛✳ ■t r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥
q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈✐s❡❞✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❢✉❧❧ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
❛♥❞ r❡t❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❲❡❧❧✲❋♦✉♥❞❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s ✐s ❛ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❢♦r♠ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝♦♥❝❧✉✲
s✐♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦✈❡r ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡rs ✺ ❛♥❞ ✻✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢
❡❛❝❤ r✉❧❡ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✺✳✶ ❛♥❞ ✻✳✶✳✶✮✳
❚❤✉s✱ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✇❤❡♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡
✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦r ♠✐ss✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t
r❡❝✉rs✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥
✉♥❞❡✜♥❡❞ ❛t♦♠s✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s tr✉❡✱ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ♦r ❢❛❧s❡ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻✮✳
❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s✱ ♣♦s❡ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❜❛rr✐❡r ❛s st♦r✐♥❣ ❛❧❧ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ st♦r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡
❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❤✐❜✐t✐♥❣ ❢♦r ❇✐❣ ❉❛t❛✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ st❛rt❡❞ ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠
str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ r✉❧❡s t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛❧❧♦✇❡❞ r✉❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❣♦❛❧s✳ ❇② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ r✉❧❡s t♦
s❛❢❡ r✉❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② r✉❧❡s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
s✉❜❣♦❛❧✱ ✇❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ r✉❧❡ s❡ts✱
✇❤❡r❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❢❛❝ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✇❛s st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛s ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞
s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♠❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ✜①♣♦✐♥t
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✶✳✾ ❛♥❞ ✻✳✶✮ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲
❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❜② r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❛♥❞ st♦r✐♥❣ ♦♥❧② tr✉❡ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❆s
✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❣♦♦❞
s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ✉♣ t♦ ✶ ❜✐❧❧✐♦♥ ❢❛❝ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✸✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
✇❡ ✉t✐❧✐③❡❞ s❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✮✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛s ✐t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ r❡❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✸✮✳
❆♥s✇❡r ❙❡t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❆❙P✮ ✇❛s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
t❛❝❦❧❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❢♦r♠ ❝❛❧❧❡❞ ♠♦♥❛❞✐❝ ♣r♦❣r❛♠s✱ ♥❛♠❡❧②
♣r♦❣r❛♠s ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ♦❢ ❛r✐t② ♦♥❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✮✳ ❚✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡
♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✷✮✱
✶✵✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ ❋❯❚❯❘❊ ❲❖❘❑
✇❤❡r❡ ❢❛❝ts ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❚❤✉s✱
❡❛❝❤ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❢❡❞ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❆❙P s♦❧✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞
❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❧✐❜r❛r②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♥st❛♥ts ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✱ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✸✮✳ ❖♥❝❡
❢❛❝ts ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ✐t ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡
❡①❛❝t s❛♠❡ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡
❛♥s✇❡r s❡ts ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ r❡❣r♦✉♣ ❢❛❝ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ■♥ t❤✐s
✇❛②✱ t❤❡ ❛♥s✇❡r s❡ts ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❝❡ ❛♥❞ ❡♠✐tt❡❞ ❢♦r ❛❧❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱
✇❤✐❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡❢❡rr❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❆❙P s♦❧✈❡r ✇r✐tt❡♥
✐♥ ❏❛✈❛✳
❇② ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦♥❛❞✐❝ ♣r♦❣r❛♠s ✇❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇♦r❧❞ ✈✐❡✇s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠
♠❛② ❤❛✈❡ ♥♦♥❡✱ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❛♥s✇❡r s❡ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥s✇❡r s❡ts ♠❛② ❛❧s♦
❜❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ♣❛rts ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❣r❛♠s ❛s ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳
❋✐♥❛❧ r❡♠❛r❦s✳ ❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞
♠❛✐♥❧② ♦✈❡r t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❝❧♦s❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦t❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡t❤✲
♦❞s s✉❝❤ ❛s ❖♣❡♥▼P✸✱ ▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡ ✭▼P■✮✹✱ ●r❛♣❤✐❝s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐ts
✭●P❯s✮ ❬✻✻❪✱ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡rs✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦✉r ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❳✶✵
✉s✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② s❡tt✐♥❣ ❬✶✼❪✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐s ♥♦t ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❛
❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡♦r② ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♠❡t❤♦❞✱
❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✈✐s❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝✱ ❛ ♠♦r❡
❝♦♠♣❛❝t r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛❧❧♦✇ ❝❧♦s✉r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❍❡r❜r❛♥❞ ❜❛s❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱
t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇♦r❧❞s✱ ♥❛♠❡❧② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♣❛t❤s t♦✇❛r❞s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ♠❛② ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ s♣❛❝❡ s✐③❡✱ ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t❧② ❦♥♦✇♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❡✐♥❣ ♠❛✐♥❧②
✸❤tt♣✿✴✴♦♣❡♥♠♣✳♦r❣✴✇♣✴
✹❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❝s✳❛♥❧✳❣♦✈✴r❡s❡❛r❝❤✴♣r♦❥❡❝ts✴♠♣✐✴
✼✳✹✳ ❋❯❚❯❘❊ ❲❖❘❑ ✶✵✸
❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s✳
✼✳✹ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦
❖✉r st✉❞② ♦♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♠❛ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳
• ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✇♦✉❧❞
s✉♣♣♦rt t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ✐s ②❡t t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❙✉❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣ts✱ ♥❛♠❡❧② r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳
• ❆♥ ❡✲❝♦♠♠❡r❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛
♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❜✉②❡r✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ s❡❧❧❡r✬s ♦✛❡rs✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♠❛② r❡✲
s♦❧✈❡ ❛r✐s✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝ts ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s❡❢✉❧ s✉❣❣❡st✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ tr❛❞✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳
• ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✲
✐♥❣✱ t❤✉s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ s❝❛❧❛❜❧❡ q✉❡r②✲❜❛s❡❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣r♦♠✐♥❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
• ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ♠❛② s❡r✈❡ ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✐♥ ❛ s♠❛rt ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
s❡tt✐♥❣ ❬✻❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s②st❡♠ ✭s❡❡ ◆✐❡✈❡s ❡t ❛❧✳ ❬✻❪✮ ♠❛② ❜❡♥❡✜t
❢r♦♠ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♦♣❡r❛t❡ ♦✈❡r
❜✐❣ ❞❛t❛✳
• ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥s✇❡r s❡ts r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣✳
• ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤✐s ✇♦r❦✳
■♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r ❣❡♥❡r❛t❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ♦r ❛❞❛♣t
❡①✐st✐♥❣ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦✲
✈✐❞❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡✳ ❚❤✉s✱ ❛
♥♦✈❡❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
❜② t❡st✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s r✉❧❡ s❡t s✐③❡s ❛♥❞ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ❞❛t❛s❡t s✐③❡s
❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛s❡ts
✇♦✉❧❞ r❡✈❡❛❧ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r s✉❝❤ ♥♦✈❡❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳
• ❚♦♦❧s ❛♥❞ s②st❡♠s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜✉✐❧t ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❡✐t❤❡r ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ♦r t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s✳
✶✵✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ ❋❯❚❯❘❊ ❲❖❘❑
❆s ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢
❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ r❡❛s♦♥❡rs✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❡♥r✐❝❤✐♥❣
t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✳
• ❚❤✐s ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡s✿ ✭❛✮ s♠❛rt ❝✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡
❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛✱ ✭❜✮ s♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ❞❛t❛ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥✢✐❝ts✱
❛♥❞ ✭❝✮ ❡❍❡❛❧t❤ ❜② ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❡❞✐❝❛❧ r❡❝♦r❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s❡♥s✐t✐✈❡
❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r✐✈❛❝② s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛ss✉r❡❞✳
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬✶❪ ❆✳ ❇✐❦❛❦✐s ❛♥❞ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ✏❈♦♥t❡①t✉❛❧ ❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
❆♠❜✐❡♥t ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙②st❡♠s✱ ▼❛♥✱ ❛♥❞ ❈②❜❡r♥❡t✐❝s✱ P❛rt
❆✱ ✈♦❧✳ ✹✶✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✼✵✺✕✼✶✻✱ ✷✵✶✶✳
❬✷❪ ❏✳ ❉✉✱ ●✳ ◗✐✱ ❏✳ ❩✳ P❛♥✱ ❛♥❞ ❨✳ ❙❤❡♥✱ ✏❆ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ❖❲▲ ❉▲ ♦♥t♦❧♦❣② ❞✐❛❣♥♦s✐s✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ✷✸r❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❚♦♦❧s ✇✐t❤ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ■❈❚❆■ ✷✵✶✶✱ ❇♦❝❛ ❘❛t♦♥✱ ❋▲✱ ❯❙❆✱ ◆♦✈❡♠❜❡r
✼✲✾✱ ✷✵✶✶✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✱ ✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✻✺✾✕✻✻✹✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿
❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✾✴■❈❚❆■✳✷✵✶✶✳✶✵✹
❬✸❪ ●✳ ❋❧♦✉r✐s✱ ●✳ ❑♦♥st❛♥t✐♥✐❞✐s✱ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ❛♥❞ ❱✳ ❈❤r✐st♦♣❤✐❞❡s✱ ✏❋♦r♠❛❧ ❢♦✉♥❞❛✲
t✐♦♥s ❢♦r ❘❉❋✴❙ ❑❇ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱✑ ❑♥♦✇❧✳ ■♥❢✳ ❙②st✳✱ ✈♦❧✳ ✸✺✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✶✺✸✕✶✾✶✱ ✷✵✶✸✳
❬✹❪ ❨✳ ❘♦✉ss❛❦✐s✱ ●✳ ❋❧♦✉r✐s✱ ❛♥❞ ❱✳ ❈❤r✐st♦♣❤✐❞❡s✱ ✏❉❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❘❡♣❛✐r✐♥❣ P♦❧✐❝✐❡s ❢♦r
❈✉r❛t❡❞ ❑❇s✱✑ ✐♥ ❍❉▼❙✱ ✷✵✶✶✳
❬✺❪ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉ ❛♥❞ ❋✳ ✈❛♥ ❍❛r♠❡❧❡♥✱ ❆ s❡♠❛♥t✐❝ ✇❡❜ ♣r✐♠❡r✳ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✷✵✵✹✳
❬✻❪ ❏✳ ❈✳ ◆✐❡✈❡s ❛♥❞ ❍✳ ▲✐♥❞❣r❡♥✱ ✏❉❡❧✐❜❡r❛t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ✐♥
s♠❛rt ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱✑ ✐♥ ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❙②st❡♠s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✹✱ ♣♣✳ ✸✽✽✕✸✾✼✳
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t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜✱✑ ✐♥ ❊❈❆■✱ s❡r✳ ❋r♦♥t✐❡rs ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
▲✳ ❉✳ ❘❛❡❞t✱ ❈✳ ❇❡ss✐èr❡✱ ❉✳ ❉✉❜♦✐s✱ P✳ ❉♦❤❡rt②✱ P✳ ❋r❛s❝♦♥✐✱ ❋✳ ❍❡✐♥t③✱ ❛♥❞ P✳ ❏✳ ❋✳
▲✉❝❛s✱ ❊❞s✳✱ ✈♦❧✳ ✷✹✷✳ ■❖❙ Pr❡ss✱ ✷✵✶✷✱ ♣♣✳ ✹✼✹✕✹✼✾✳
❬✾❪ ❚✳ ❊✐t❡r✱ ●✳ ■❛♥♥✐✱ ❚✳ ▲✉❦❛s✐❡✇✐❝③✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙❝❤✐♥❞❧❛✉❡r✱ ✏❲❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ✇❡❜✱✑ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳ ❈♦♠♣✉t✳ ▲♦❣✳✱ ✈♦❧✳ ✶✷✱
♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✶✶✱ ✷✵✶✶✳
❬✶✵❪ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉ ❛♥❞ ❆✳ ❇✐❦❛❦✐s✱ ✏❉❘✲Pr♦❧♦❣✿ ❆ ❙②st❡♠ ❢♦r ❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✇✐t❤
❘✉❧❡s ❛♥❞ ❖♥t♦❧♦❣✐❡s ♦♥ t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❑♥♦✇❧✳ ❉❛t❛ ❊♥❣✳✱ ✈♦❧✳ ✶✾✱
♥♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✷✸✸✕✷✹✺✱ ✷✵✵✼✳
✶✵✺
✶✵✻ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨
❬✶✶❪ ▼✳ ❏✳ ▼❛❤❡r✱ ❆✳ ❘♦❝❦✱ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ❉✳ ❇✐❧❧✐♥❣t♦♥✱ ❛♥❞ ❚✳ ▼✐❧❧❡r✱ ✏❊✣❝✐❡♥t ❉❡❢❡❛s✐❜❧❡
❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❙②st❡♠s✱✑ ■❏❆■❚✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♣✳ ✷✵✵✶✱ ✷✵✵✶✳
❬✶✷❪ ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✱ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ●✳ ❋❧♦✉r✐s✱ ❛♥❞ ❙✳ ❑♦t♦✉❧❛s✱ ✏❚♦✇❛r❞s ♣❛r❛❧❧❡❧ ♥♦♥✲
♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❢❛❝ts✱✑ ✐♥ ❑❘✱ ●✳ ❇r❡✇❦❛✱ ❚✳ ❊✐t❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❆✳
▼❝■❧r❛✐t❤✱ ❊❞s✳ ❆❆❆■ Pr❡ss✱ ✷✵✶✷✳
❬✶✸❪ ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✱ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ●✳ ❋❧♦✉r✐s✱ ❙✳ ❑♦t♦✉❧❛s✱ ❛♥❞ ▲✳ ▼❝❈❧✉s❦❡②✱ ✏▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡
P❛r❛❧❧❡❧ ❙tr❛t✐✜❡❞ ❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✱✑ ✐♥ ❊❈❆■✱ s❡r✳ ❋r♦♥t✐❡rs ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐✲
❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ▲✳ ❉✳ ❘❛❡❞t✱ ❈✳ ❇❡ss✐èr❡✱ ❉✳ ❉✉❜♦✐s✱ P✳ ❉♦❤❡rt②✱ P✳ ❋r❛s❝♦♥✐✱
❋✳ ❍❡✐♥t③✱ ❛♥❞ P✳ ❏✳ ❋✳ ▲✉❝❛s✱ ❊❞s✳✱ ✈♦❧✳ ✷✹✷✳ ■❖❙ Pr❡ss✱ ✷✵✶✷✱ ♣♣✳ ✼✸✽✕✼✹✸✳
❬✶✹❪ ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✱ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ●✳ ❋❧♦✉r✐s✱ ❛♥❞ ❙✳ ❑♦t♦✉❧❛s✱ ✏❙❝❛❧❛❜❧❡ ◆♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝
❘❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❘❉❋ ❉❛t❛ ❯s✐♥❣ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱✑ ✐♥ ❙❙❲❙✰❍P❈❙❲✱ ✷✵✶✷✳
❬✶✺❪ ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s ❛♥❞ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ✏❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❙tr❛t✐✜❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ▲♦❣✐❝ Pr♦✲
❣r❛♠s ♦✈❡r ❇✐❣ ❉❛t❛ t❤r♦✉❣❤ ▼❛ss P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✱✑ ✐♥ ❘✉❧❡▼▲✱ s❡r✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s
✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ▲✳ ▼♦r❣❡♥st❡r♥✱ P✳ ❙✳ ❙t❡❢❛♥❡❛s✱ ❋✳ ▲é✈②✱ ❆✳ ❲②♥❡r✱ ❛♥❞
❆✳ P❛s❝❤❦❡✱ ❊❞s✳✱ ✈♦❧✳ ✽✵✸✺✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✸✱ ♣♣✳ ✶✽✽✕✷✵✷✳
❬✶✻❪ ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✱ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ❛♥❞ ❲✳ ❋❛❜❡r✱ ✏❊✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ♦✈❡r ❜✐❣ ❞❛t❛✱✑ ❚P▲P✱ ✈♦❧✳ ✶✹✱ ♥♦✳ ✹✲✺✱ ♣♣✳ ✹✹✺✕✹✺✾✱ ✷✵✶✹✳
❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✼✴❙✶✹✼✶✵✻✽✹✶✹✵✵✵✶✸✶
❬✶✼❪ ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✱ ▲✳ ❈❤❡♥❣✱ ❙✳ ❑♦t♦✉❧❛s✱ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ❛♥❞ ❚✳ ❊✳ ❲❛r❞✱ ✏▼❛ss✐✈❡❧②
♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✉s✐♥❣ ❳✶✵✱✑ ✐♥ ✷✻t❤ ■❊❊❊
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚♦♦❧s ✇✐t❤ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ■❈❚❆■ ✷✵✶✹✱ ▲✐♠❛ss♦❧✱
❈②♣r✉s✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✵✲✶✷✱ ✷✵✶✹✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✱ ✷✵✶✹✱ ♣♣✳ ✶✻✷✕✶✻✾✳
❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✾✴■❈❚❆■✳✷✵✶✹✳✸✸
❬✶✽❪ P✳ ❈❤❛r❧❡s✱ ❈✳ ●r♦t❤♦✛✱ ❱✳ ❆✳ ❙❛r❛s✇❛t✱ ❈✳ ❉♦♥❛✇❛✱ ❆✳ ❑✐❡❧str❛✱ ❑✳ ❊❜❝✐♦❣❧✉✱ ❈✳ ✈♦♥
Pr❛✉♥✱ ❛♥❞ ❱✳ ❙❛r❦❛r✱ ✏❳✶✵✿ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❝❧✉st❡r
❝♦♠♣✉t✐♥❣✱✑ ✐♥ ❖❖P❙▲❆✱ ✷✵✵✺✱ ♣♣✳ ✺✶✾✕✺✸✽✳
❬✶✾❪ ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✱ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ❛♥❞ ❲✳ ❋❛❜❡r✱ ✏❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❆♥s✇❡r ❙❡ts ❢♦r ▼♦♥❛❞✐❝
▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠s ✈✐❛ ▼❛♣r❡❞✉❝❡✱✑ ✐♥ ❆❙P❖❈P✱ ✷✵✶✹✳
❬✷✵❪ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ❏✳ ❩✳ P❛♥✱ ❛♥❞ ■✳ ❚❛❝❤♠❛③✐❞✐s✱ ✏▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇✐t❤
s❡♠❛♥t✐❝s✿ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱✑ ✐♥ ❲❡❜ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✲
❲■❙❊ ✷✵✶✸ ❲♦r❦s❤♦♣s ✲ ❲■❙❊ ✷✵✶✸ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣s ❇✐❣❲❡❜❉❛t❛✱ ▼❇❈✱
P❈❙✱ ❙❚❡❍✱ ◗❯❆❚✱ ❙❈❊❍✱ ❛♥❞ ❙❚❙❈ ✷✵✶✸✱ ◆❛♥❥✐♥❣✱ ❈❤✐♥❛✱ ❖❝t♦❜❡r ✶✸✲✶✺✱ ✷✵✶✸✱
❘❡✈✐s❡❞ ❙❡❧❡❝t❡❞ P❛♣❡rs✱ s❡r✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❩✳ ❍✉❛♥❣✱ ❈✳ ▲✐✉✱
❏✳ ❍❡✱ ❛♥❞ ●✳ ❍✉❛♥❣✱ ❊❞s✳✱ ✈♦❧✳ ✽✶✽✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✸✱ ♣♣✳ ✶✕✶✵✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿
❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✻✹✷✲✺✹✸✼✵✲✽❴✶
❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨ ✶✵✼
❬✷✶❪ ❋✳ ❇❛❛❞❡r✱ ■✳ ❍♦rr♦❝❦s✱ ❛♥❞ ❯✳ ❙❛tt❧❡r✱ ✏❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝s✱✑ ✐♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢
❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❋✳ ✈❛♥ ❍❛r♠❡❧❡♥✱ ❱✳ ▲✐❢s❝❤✐t③✱ ❛♥❞ ❇✳ P♦rt❡r✱ ❊❞s✳
❊❧s❡✈✐❡r✱ ✷✵✵✽✱ ❝❤✳ ✸✱ ♣♣✳ ✶✸✺✕✶✽✵✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❞♦✇♥❧♦❛❞✴✷✵✵✼✴❇❛❍❙✵✼❛✳♣❞❢
❬✷✷❪ ❙✳ ❆❜✐t❡❜♦✉❧✱ ❘✳ ❍✉❧❧✱ ❛♥❞ ❱✳ ❱✐❛♥✉✱ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❉❛t❛❜❛s❡s✳ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②✱
✶✾✾✺✳
❬✷✸❪ ❉✳ ◆✉t❡✱ ✏❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝✱✑ ✐♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ▲♦❣✐❝
Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✲◆♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❯♥❝❡rt❛✐♥ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✭❱♦❧✉♠❡ ✸✮✱ ❉✳ ▼✳
●❛❜❜❛②✱ ❈✳ ❏✳ ❍♦❣❣❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❆✳ ❘♦❜✐♥s♦♥✱ ❊❞s✳ ❖①❢♦r❞✿ ❈❧❛r❡♥❞♦♥ Pr❡ss✱ ✶✾✾✹✱
♣♣✳ ✸✺✸✕✸✾✺✳
❬✷✹❪ ❆✳ ❱✳ ●❡❧❞❡r✱ ❑✳ ❆✳ ❘♦ss✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ ❙❝❤❧✐♣❢✱ ✏❚❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧
❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s✱✑ ❏✳ ❆❈▼✱ ✈♦❧✳ ✸✽✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣♣✳ ✻✷✵✕✻✺✵✱ ✶✾✾✶✳
❬✷✺❪ ❏✳✲▼✳ ◆✐❝♦❧❛s✱ ✏▲♦❣✐❝ ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✐♥t❡❣r✐t② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❜❛s❡s✱✑ ❆❝t❛
■♥❢♦r♠❛t✐❝❛✱ ✈♦❧✳ ✶✽✱ ♣♣✳ ✷✷✼✕✷✺✸✱ ✶✾✽✷✳
❬✷✻❪ ❙✳ ❆❜✐t❡❜♦✉❧✱ ❘✳ ❍✉❧❧✱ ❛♥❞ ❱✳ ❱✐❛♥✉✱ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❉❛t❛❜❛s❡s✳ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②✱
✶✾✾✺✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲❝s❡✳✉❝s❞✳❡❞✉✴✉s❡rs✴✈✐❛♥✉✴❜♦♦❦✳❤t♠❧
❬✷✼❪ ❙✳ ❇r❛ss✱ ❏✳ ❉✐①✱ ❇✳ ❋r❡✐t❛❣✱ ❛♥❞ ❯✳ ❩✉❦♦✇s❦✐✱ ✏❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❜♦tt♦♠✲✉♣
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧✱✑ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ♦❢ ▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱
✈♦❧✳ ✶✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣♣✳ ✹✾✼✕✺✸✽✱ ✷✵✵✶✳
❬✷✽❪ ❈✳ ❇❛r❛❧✱ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❉❡❝❧❛r❛t✐✈❡ Pr♦❜❧❡♠ ❙♦❧✈✐♥❣✳
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✸✳
❬✷✾❪ ❱✳ ▲✐❢s❝❤✐t③✱ ✏❆♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱✑ ❆rt✐❢✳ ■♥t❡❧❧✳✱ ✈♦❧✳
✶✸✽✱ ♥♦✳ ✶✲✷✱ ♣♣✳ ✸✾✕✺✹✱ ✷✵✵✷✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴
❙✵✵✵✹✲✸✼✵✷✭✵✷✮✵✵✶✽✻✲✽
❬✸✵❪ ❏✳ ❉❡❛♥ ❛♥❞ ❙✳ ●❤❡♠❛✇❛t✱ ✏▼❛♣❘❡❞✉❝❡✿ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ ❧❛r❣❡ ❝❧✉st❡rs✱✑
✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✻t❤ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❖♣❡❛rt✐♥❣ ❙②st❡♠s ❉❡s✐❣♥ ✫
■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✲ ❱♦❧✉♠❡ ✻✳ ❇❡r❦❡❧❡②✱ ❈❆✱ ❯❙❆✿ ❯❙❊◆■❳ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✹✱ ♣♣✳
✶✵✕✶✵✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❤tt♣✿✴✴❞❧✳❛❝♠✳♦r❣✴❝✐t❛t✐♦♥✳❝❢♠❄✐❞❂✶✷✺✶✷✺✹✳✶✷✺✶✷✻✹
❬✸✶❪ ❊✳ ❖r❡♥✱ ❙✳ ❑♦t♦✉❧❛s✱ ●✳ ❆♥❛❞✐♦t✐s✱ ❘✳ ❙✐❡❜❡s✱ ❆✳ t❡♥ ❚❡✐❥❡✱ ❛♥❞ ❋✳ ✈❛♥ ❍❛r♠❡❧❡♥✱
✏▼❛r✈✐♥✿ ❉✐str✐❜✉t❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ ❞❛t❛✱✑ ❲❡❜ ❙❡♠❛♥t✐❝s✿
❙❝✐❡♥❝❡✱ ❙❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ ❆❣❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜✱ ✈♦❧✳ ✼✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✸✵✺✕✸✶✻✱ ✷✵✵✾✳
❬✸✷❪ ✖✖✱ ✏▼❆❘❱■◆✿ ❆ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ ❞❛t❛✱✑ ✷✵✵✾✳
❬✸✸❪ ❙✳ ❑♦t♦✉❧❛s✱ ❊✳ ❖r❡♥✱ ❛♥❞ ❋✳ ✈❛♥ ❍❛r♠❡❧❡♥✱ ✏▼✐♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ s❦❡✇✿ ❞✐str✐❜✉t❡❞
✐♥❢❡r❡♥❝✐♥❣ ❜② s♣❡❡❞❞❛t✐♥❣ ✐♥ ❡❧❛st✐❝ r❡❣✐♦♥s✱✑ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜✱ ❲❲❲ ✷✵✶✵✱ ❘❛❧❡✐❣❤✱ ◆♦rt❤ ❈❛r♦❧✐♥❛✱ ❯❙❆✱ ❆♣r✐❧
✶✵✽ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨
✷✻✲✸✵✱ ✷✵✶✵✱ ▼✳ ❘❛♣♣❛✱ P✳ ❏♦♥❡s✱ ❏✳ ❋r❡✐r❡✱ ❛♥❞ ❙✳ ❈❤❛❦r❛❜❛rt✐✱ ❊❞s✳ ❆❈▼✱ ✷✵✶✵✱
♣♣✳ ✺✸✶✕✺✹✵✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❤tt♣✿✴✴❞♦✐✳❛❝♠✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✹✺✴✶✼✼✷✻✾✵✳✶✼✼✷✼✹✺
❬✸✹❪ ❊✳ ▲✳ ●♦♦❞♠❛♥✱ ❊✳ ❏✐♠❡♥❡③✱ ❉✳ ▼✐③❡❧❧✱ ❙✳ ❛❧ ❙❛✛❛r✱ ❇✳ ❆❞♦❧❢✱ ❛♥❞ ❉✳ ❍❛❣❧✐♥✱ ✏❍✐❣❤✲
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❉❛t❛❜❛s❡s✱✑ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✽t❤
❊①t❡♥❞❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚❤❡ ❙❡♠❛♥✐❝ ❲❡❜✿ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✲ ❱♦❧✉♠❡ P❛rt ■■✱ s❡r✳ ❊❙❲❈✬✶✶✳ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✸✶✕
✹✺✳
❬✸✺❪ ❊✳ ▲✳ ●♦♦❞♠❛♥ ❛♥❞ ❉✳ ▼✐③❡❧❧✱ ✏❙❝❛❧❛❜❧❡ ■♥✲♠❡♠♦r② ❘❉❋❙ ❈❧♦s✉r❡ ♦♥ ❇✐❧❧✐♦♥s ♦❢
❚r✐♣❧❡s✱✑ ✐♥ ❚❤❡ ✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡
❇❛s❡ ❙②st❡♠s ✭❙❙❲❙✷✵✶✵✮✱ ✷✵✶✵✱ ♣✳ ✶✼✳
❬✸✻❪ ❏✳ ❲❡❛✈❡r ❛♥❞ ❏✳ ❆✳ ❍❡♥❞❧❡r✱ ✏P❛r❛❧❧❡❧ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ r❞❢s ❝❧♦s✉r❡ ❢♦r ❤✉♥✲
❞r❡❞s ♦❢ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ tr✐♣❧❡s✱✑ ✐♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ s❡r✳ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❆✳ ❇❡r♥st❡✐♥✱ ❉✳ ❘✳ ❑❛r❣❡r✱ ❚✳ ❍❡❛t❤✱ ▲✳ ❋❡✐❣❡♥❜❛✉♠✱
❉✳ ▼❛②♥❛r❞✱ ❊✳ ▼♦tt❛✱ ❛♥❞ ❑✳ ❚❤✐r✉♥❛r❛②❛♥✱ ❊❞s✳✱ ✈♦❧✳ ✺✽✷✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✾✱ ♣♣✳
✻✽✷✕✻✾✼✳
❬✸✼❪ ◆✳ ❍❡✐♥♦ ❛♥❞ ❏✳ ❩✳ P❛♥✱ ✏❘❞❢s r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ ♠❛ss✐✈❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❤❛r❞✇❛r❡✱✑ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✲
✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✶t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ ✲ ❱♦❧✉♠❡ P❛rt ■✱ s❡r✳
■❙❲❈✬✶✷✳ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✶✷✱ ♣♣✳ ✶✸✸✕✶✹✽✳
❬✸✽❪ ▼✳ ❙❛❧✈❛❞♦r❡s✱ ●✳ ❈♦rr❡♥❞♦✱ ❙✳ ❍❛rr✐s✱ ◆✳ ●✐❜❜✐♥s✱ ❛♥❞ ◆✳ ❙❤❛❞❜♦❧t✱ ✏❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ r❞❢s ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥ ✹st♦r❡✱✑ ✐♥ ❊❙❲❈ ✭✷✮✱ s❡r✳
▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ▼✳ ●r♦❜❡❧♥✐❦✱ ❊✳ P✳ ❇✳ ❙✐♠♣❡r❧✱
❇✳ P❛rs✐❛✱ ❉✳ P❧❡①♦✉s❛❦✐s✱ P✳ ❉✳ ▲❡❡♥❤❡❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❩✳ P❛♥✱ ❊❞s✳✱ ✈♦❧✳ ✻✻✹✹✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✶✸✾✕✶✺✸✳
❬✸✾❪ ✖✖✱ ✏✹sr ✲ ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❘❉❋❙ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❈❤❛✐♥❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✱✑ ✐♥ ■❙❲❈
P♦st❡rs✫❉❡♠♦s✱ ✷✵✶✵✳
❬✹✵❪ ▼✳ ❙❛❧✈❛❞♦r❡s✱ ●✳ ❈♦rr❡♥❞♦✱ ❚✳ ❖♠✐t♦❧❛✱ ◆✳ ●✐❜❜✐♥s✱ ❙✳ ❍❛rr✐s✱ ❛♥❞ ◆✳ ❙❤❛❞❜♦❧t✱
✏✹s✲r❡❛s♦♥❡r✿ ❘❞❢s ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝❤❛✐♥❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ s✉♣♣♦rt ✐♥ ✹st♦r❡✱✑ ✐♥ ❲❡❜✲s❝❛❧❡
❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❘❡tr✐❡✈❛❧✱ ❛♥❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✭❲❡❜✲❑❘✸✮✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✵✱
❡✈❡♥t ❉❛t❡s✿ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✵✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❤tt♣✿✴✴❡♣r✐♥ts✳s♦t♦♥✳❛❝✳✉❦✴✷✼✶✷✺✺✴
❬✹✶❪ ❙✳ ❍❛rr✐s✱ ◆✳ ▲❛♠❜✱ ❛♥❞ ◆✳ ❙❤❛❞❜♦❧t✱ ✏✹st♦r❡✿ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝❧✉st❡r❡❞ r❞❢ st♦r❡✱✑ ✐♥ ✺t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ ❑♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ❇❛s❡ ❙②st❡♠s ✭❙❙❲❙✷✵✵✾✮✱ ✷✵✵✾✳
❬✹✷❪ ❏✳ ❍♦❡❦s❡♠❛ ❛♥❞ ❙✳ ❑♦t♦✉❧❛s✱ ✏❍✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙tr❡❛♠ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✉s✐♥❣
❙✹✱✑ ✐♥ Pr♦❝❝❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶st ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❖r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✱
✷✵✶✶✳
❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨ ✶✵✾
❬✹✸❪ ❘✳ ❙♦♠❛ ❛♥❞ ❱✳ ❑✳ Pr❛s❛♥♥❛✱ ✏P❛r❛❧❧❡❧ ■♥❢❡r❡♥❝✐♥❣ ❢♦r ❖❲▲ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❇❛s❡s✱✑ ✐♥
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵✵✽ ✸✼t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ s❡r✳
■❈PP ✬✵✽✳ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✿ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✱ ✷✵✵✽✱ ♣♣✳ ✼✺✕✽✷✳
❬✹✹❪ ❏✳ ❯r❜❛♥✐✱ ❙✳ ❑♦t♦✉❧❛s✱ ❊✳ ❖r❡♥✱ ❛♥❞ ❋✳ ✈❛♥ ❍❛r♠❡❧❡♥✱ ✏❙❝❛❧❛❜❧❡ ❉✐str✐❜✉t❡❞
❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❯s✐♥❣ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱✑ ✐♥ ■❙❲❈✱ s❡r✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱
❆✳ ❇❡r♥st❡✐♥✱ ❉✳ ❘✳ ❑❛r❣❡r✱ ❚✳ ❍❡❛t❤✱ ▲✳ ❋❡✐❣❡♥❜❛✉♠✱ ❉✳ ▼❛②♥❛r❞✱ ❊✳ ▼♦tt❛✱ ❛♥❞
❑✳ ❚❤✐r✉♥❛r❛②❛♥✱ ❊❞s✳✱ ✈♦❧✳ ✺✽✷✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✾✱ ♣♣✳ ✻✸✹✕✻✹✾✳
❬✹✺❪ ❏✳ ❯r❜❛♥✐✱ ❙✳ ❑♦t♦✉❧❛s✱ ❏✳ ▼❛❛ss❡♥✱ ◆✳ ❉r♦st✱ ❋✳ ❙❡✐♥str❛✱ ❋✳ ❱❛♥ ❍❛r♠❡❧❡♥✱ ❛♥❞
❍✳ ❇❛❧✱ ✏❲❡❜P■❊✿ ❛ ❲❡❜✲s❝❛❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❊♥❣✐♥❡✳✑
❬✹✻❪ ❏✳ ❯r❜❛♥✐✱ ❙✳ ❑♦t♦✉❧❛s✱ ❏✳ ▼❛❛ss❡♥✱ ❋✳ ✈❛♥ ❍❛r♠❡❧❡♥✱ ❛♥❞ ❍✳ ❊✳ ❇❛❧✱ ✏❲❡❜P■❊✿ ❆
❲❡❜✲s❝❛❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❊♥❣✐♥❡ ✉s✐♥❣ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱✑ ❏✳ ❲❡❜ ❙❡♠✳✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♣♣✳
✺✾✕✼✺✱ ✷✵✶✷✳
❬✹✼❪ ✖✖✱ ✏❖❲▲ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❲❡❜P■❊✿ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❈❧♦s✉r❡ ♦❢ ✶✵✵ ❇✐❧❧✐♦♥
❚r✐♣❧❡s✱✑ ✐♥ ❚❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜✿ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✼t❤ ❊①t❡♥❞❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝
❲❡❜ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❊❙❲❈ ✷✵✶✵✱ ❍❡r❛❦❧✐♦♥✱ ❈r❡t❡✱ ●r❡❡❝❡✱ ▼❛② ✸✵ ✲ ❏✉♥❡ ✸✱
✷✵✶✵✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ P❛rt ■✱ s❡r✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ▲✳ ❆r♦②♦✱
●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉✱ ❊✳ ❍②✈ö♥❡♥✱ ❆✳ t❡♥ ❚❡✐❥❡✱ ❍✳ ❙t✉❝❦❡♥s❝❤♠✐❞t✱ ▲✳ ❈❛❜r❛❧✱ ❛♥❞
❚✳ ❚✉❞♦r❛❝❤❡✱ ❊❞s✳✱ ✈♦❧✳ ✻✵✽✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✵✱ ♣♣✳ ✷✶✸✕✷✷✼✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿
❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✻✹✷✲✶✸✹✽✻✲✾❴✶✺
❬✹✽❪ ❆✳ ❍♦❣❛♥✱ ❏✳ ❩✳ P❛♥✱ ❆✳ P♦❧❧❡r❡s✱ ❛♥❞ ❙✳ ❉❡❝❦❡r✱ ✏❙❆❖❘✿ t❡♠♣❧❛t❡ r✉❧❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s
❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ✶ ❜✐❧❧✐♦♥ ❧✐♥❦❡❞ ❞❛t❛ tr✐♣❧❡s✱✑ ✐♥ ❚❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ ✲
■❙❲❈ ✷✵✶✵ ✲ ✾t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ■❙❲❈ ✷✵✶✵✱ ❙❤❛♥❣❤❛✐✱
❈❤✐♥❛✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✼✲✶✶✱ ✷✵✶✵✱ ❘❡✈✐s❡❞ ❙❡❧❡❝t❡❞ P❛♣❡rs✱ P❛rt ■✱ s❡r✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ P✳ ❋✳ P❛t❡❧✲❙❝❤♥❡✐❞❡r✱ ❨✳ P❛♥✱ P✳ ❍✐t③❧❡r✱ P✳ ▼✐❦❛✱ ▲✳ ❩❤❛♥❣✱
❏✳ ❩✳ P❛♥✱ ■✳ ❍♦rr♦❝❦s✱ ❛♥❞ ❇✳ ●❧✐♠♠✱ ❊❞s✳✱ ✈♦❧✳ ✻✹✾✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✵✱ ♣♣✳ ✸✸✼✕✸✺✸✳
❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✻✹✷✲✶✼✼✹✻✲✵❴✷✷
❬✹✾❪ ❑✳ ❲✉ ❛♥❞ ❱✳ ❍❛❛rs❧❡✈✱ ✏❆ P❛r❛❧❧❡❧ ❘❡❛s♦♥❡r ❢♦r t❤❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝ ❆▲❈✱✑ ✐♥ Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵✶✷ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝s✱ ❉▲✲✷✵✶✷✱ ❘♦♠❡✱
■t❛❧②✱ ❏✉♥❡ ✼✲✶✵✱ ✷✵✶✷✱ s❡r✳ ❈❊❯❘ ❲♦r❦s❤♦♣ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ✈♦❧✳ ✽✹✻✳ ❈❊❯❘✲❲❙✳♦r❣✱
✷✵✶✷✳
❬✺✵❪ ❚✳ ▲✐❡❜✐❣ ❛♥❞ ❋✳ ▼ü❧❧❡r✱ ✏P❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ t❛❜❧❡❛✉①✲❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✱✑ ✐♥
❖♥ t❤❡ ▼♦✈❡ t♦ ▼❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ■♥t❡r♥❡t ❙②st❡♠s ✷✵✵✼✿ ❖❚▼ ✷✵✵✼✱ s❡r✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❘✳ ▼❡❡rs♠❛♥✱ ❩✳ ❚❛r✐✱ ❛♥❞ P✳ ❍❡rr❡r♦✱ ❊❞s✳✱ ✈♦❧✳ ✹✽✵✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✷✵✵✼✱ ♣♣✳ ✶✶✸✺✕✶✶✹✹✳
❬✺✶❪ ❚✳ ▲✐❡❜✐❣✱ ❆✳ ❙t❡✐❣♠✐❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❖✳ ◆♦♣♣❡♥s✱ ✏❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✈✐❛ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❲▲
❘❡❛s♦♥✐♥❣✱✑ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ◆❡✇ ❋♦r♠s ♦❢ ❘❡❛✲
s♦♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜✿ ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝ ✭◆❡❋♦❘❙ ✷✵✶✵✮✱ ✷✵✶✵✳
✶✶✵ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨
❬✺✷❪ ❆✳ ❙❝❤❧✐❝❤t ❛♥❞ ❍✳ ❙t✉❝❦❡♥s❝❤♠✐❞t✱ ✏▼❛♣❘❡s♦❧✈❡✱✑ ✐♥ ❲❡❜ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❘✉❧❡ ❙②s✲
t❡♠s ✕ ✺t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❘❘ ✷✵✶✶✱ ●❛❧✇❛②✱ ■r❡❧❛♥❞✱ ❆✉❣✉st ✷✾✲✸✵✱ ✷✵✶✶✱
s❡r✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✻✾✵✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✷✾✹✕✷✾✾✳
❬✺✸❪ ❨✳ ❘❡♥✱ ❏✳ ❩✳ P❛♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ▲❡❡✱ ✏❖♣t✐♠✐s✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❜♦① r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦❢ ❊▲ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s✱✑
✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵✶✷ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝s✱ ❉▲✲✷✵✶✷✱
❘♦♠❡✱ ■t❛❧②✱ ❏✉♥❡ ✼✲✶✵✱ ✷✵✶✷✱ s❡r✳ ❈❊❯❘ ❲♦r❦s❤♦♣ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ❨✳ ❑❛③❛❦♦✈✱
❉✳ ▲❡♠❜♦✱ ❛♥❞ ❋✳ ❲♦❧t❡r✱ ❊❞s✳✱ ✈♦❧✳ ✽✹✻✳ ❈❊❯❘✲❲❙✳♦r❣✱ ✷✵✶✷✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿
❤tt♣✿✴✴❝❡✉r✲✇s✳♦r❣✴❱♦❧✲✽✹✻✴♣❛♣❡r❴✻✶✳♣❞❢
❬✺✹❪ ❆✳ ❋♦❦♦✉❡✱ ❋✳ ▼❡♥❡❣✉③③✐✱ ▼✳ ❙❡♥s♦②✱ ❛♥❞ ❏✳ ❩✳ P❛♥✱ ✏◗✉❡r②✐♥❣ ❧✐♥❦❡❞ ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧
❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✉♠♠❛r✐③❛t✐♦♥✱✑ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚✇❡♥t②✲❙✐①t❤
❆❆❆■ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❏✉❧② ✷✷✲✷✻✱ ✷✵✶✷✱ ❚♦r♦♥t♦✱ ❖♥t❛r✐♦✱
❈❛♥❛❞❛✳✱ ❏✳ ❍♦✛♠❛♥♥ ❛♥❞ ❇✳ ❙❡❧♠❛♥✱ ❊❞s✳ ❆❆❆■ Pr❡ss✱ ✷✵✶✷✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛❛❛✐✳♦r❣✴♦❝s✴✐♥❞❡①✳♣❤♣✴❆❆❆■✴❆❆❆■✶✷✴♣❛♣❡r✴✈✐❡✇✴✺✶✶✵
❬✺✺❪ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉ ❛♥❞ ❋✳ ✈❛♥ ❍❛r♠❡❧❡♥✱ ❆ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ Pr✐♠❡r✱ ✷♥❞ ❊❞✐t✐♦♥✱ ✷♥❞ ❡❞✳
❚❤❡ ▼■❚ Pr❡ss✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✽✳
❬✺✻❪ ❏✳ ▼❛❧✉s③②♥s❦✐ ❛♥❞ ❆✳ ❙③❛❧❛s✱ ✏▲✐✈✐♥❣ ✇✐t❤ ■♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ❚❛♠✐♥❣ ◆♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝✲
✐t②✱✑ ✐♥ ❉❛t❛❧♦❣✱ ✷✵✶✵✱ ♣♣✳ ✸✽✹✕✸✾✽✳
❬✺✼❪ ❘✳ ▼✉t❤❛r❛❥✉✱ ❋✳ ▼❛✐❡r✱ ❛♥❞ P✳ ❍✐t③❧❡r✱ ✏❆ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❊▲✰✱✑ ✐♥
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝s✱ s❡r✳ ❈❊❯❘ ❲♦r❦s❤♦♣ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ❱✳ ❍❛❛rs❧❡✈✱ ❉✳ ❚♦♠❛♥✱ ❛♥❞
●✳ ❊✳ ❲❡❞❞❡❧❧✱ ❊❞s✳✱ ✈♦❧✳ ✺✼✸✳ ❈❊❯❘✲❲❙✳♦r❣✱ ✷✵✶✵✳
❬✺✽❪ ▼✳ ❏✳ ▼❛❤❡r✱ ✏Pr♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❤❛s ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱✑ ❈♦❘❘✱ ✈♦❧✳
❝s✳❆■✴✵✹✵✺✵✾✵✱ ✷✵✵✹✳
❬✺✾❪ ❉✳ ❇✐❧❧✐♥❣t♦♥✱ ✏❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ✐s st❛❜❧❡✱✑ ❏✳ ▲♦❣✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✈♦❧✳ ✸✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✸✼✾✕✹✵✵✱
✶✾✾✸✳
❬✻✵❪ ❋✳ ◆✳ ❆❢r❛t✐ ❛♥❞ ❏✳ ❉✳ ❯❧❧♠❛♥✱ ✏❖♣t✐♠✐③✐♥❣ ❥♦✐♥s ✐♥ ❛ ♠❛♣r❡❞✉❝❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱✑ ✐♥ ■♥
❊❉❇❚✱ ✷✵✶✵✳
❬✻✶❪ ❑✳ ❇✳ ❘✳ ❱❡r♥✐❝❛✱ ❆✳ ❇❛❧♠✐♥ ❛♥❞ ❱✳ ❊r❝❡❣♦✈❛❝✱ ✏❆❞❛♣t✐✈❡ ▼❛♣r❡❞✉❝❡ ✉s✐♥❣ ❙✐t✉❛t✐♦♥✲
❆✇❛r❡ ▼❛♣♣❡rs✱✑ ✐♥ ❊❉❇❚✳
❬✻✷❪ ❙✳ ❉✉❛♥✱ ❆✳ ❑❡♠❡♥ts✐❡ts✐❞✐s✱ ❑✳ ❙r✐♥✐✈❛s✱ ❛♥❞ ❖✳ ❯❞r❡❛✱ ✏❆♣♣❧❡s ❛♥❞ ♦r❛♥❣❡s✿
❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❘❉❋ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❛♥❞ r❡❛❧ ❘❉❋ ❞❛t❛s❡ts✱✑ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ✷✵✶✶ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❞❛t❛✱ s❡r✳ ❙■●▼❖❉
✬✶✶✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✿ ❆❈▼✱ ✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✶✹✺✕✶✺✻✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿
❤tt♣✿✴✴❞♦✐✳❛❝♠✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✹✺✴✶✾✽✾✸✷✸✳✶✾✽✾✸✹✵
❬✻✸❪ ❋✳ ❋✐s❝❤❡✱ ✏■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✫ ❉❡s✐❣♥ ❢♦r ❘✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✱✑ ▲❛r❑❈✱ ❚❡❝❤✳ ❘❡♣✳✱
✷✵✶✵✳
❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨ ✶✶✶
❬✻✹❪ ❋✳ ◆✳ ❆❢r❛t✐ ❛♥❞ ❏✳ ❉✳ ❯❧❧♠❛♥✱ ✏❖♣t✐♠✐③✐♥❣ ❥♦✐♥s ✐♥ ❛ ♠❛♣✲r❡❞✉❝❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱✑ ✐♥
❊❉❇❚✱ ✷✵✶✵✱ ♣♣✳ ✾✾✕✶✶✵✳
❬✻✺❪ ❙✳ ▲✐❛♥❣✱ P✳ ❋♦❞♦r✱ ❍✳ ❲❛♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❑✐❢❡r✱ ✏❖♣❡♥r✉❧❡❜❡♥❝❤✿ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ r✉❧❡ ❡♥❣✐♥❡s✱✑ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✽t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❲♦r❧❞ ✇✐❞❡ ✇❡❜✱ s❡r✳ ❲❲❲ ✬✵✾✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✿ ❆❈▼✱ ✷✵✵✾✱ ♣♣✳ ✻✵✶✕✻✶✵✳
❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❤tt♣✿✴✴❞♦✐✳❛❝♠✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✹✺✴✶✺✷✻✼✵✾✳✶✺✷✻✼✾✵
❬✻✻❪ ❏✳ ◆✐❝❦♦❧❧s ❛♥❞ ❲✳ ❏✳ ❉❛❧❧②✱ ✏❚❤❡ ●P❯ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡r❛✱✑ ■❊❊❊ ▼✐❝r♦✱ ✈♦❧✳ ✸✵✱ ♥♦✳ ✷✱
♣♣✳ ✺✻✕✻✾✱ ✷✵✶✵✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❤tt♣✿✴✴❞♦✐✳✐❡❡❡❝♦♠♣✉t❡rs♦❝✐❡t②✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✾✴
▼▼✳✷✵✶✵✳✹✶
❬✻✼❪ ▲✳ ❉✳ ❘❛❡❞t✱ ❈✳ ❇❡ss✐èr❡✱ ❉✳ ❉✉❜♦✐s✱ P✳ ❉♦❤❡rt②✱ P✳ ❋r❛s❝♦♥✐✱ ❋✳ ❍❡✐♥t③✱ ❛♥❞ P✳ ❏✳ ❋✳
▲✉❝❛s✱ ❊❞s✳✱ ❊❈❆■ ✷✵✶✷ ✲ ✷✵t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳ ■♥❝❧✉❞✲
✐♥❣ Pr❡st✐❣✐♦✉s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭P❆■❙✲✷✵✶✷✮ ❙②st❡♠ ❉❡♠♦♥✲
str❛t✐♦♥s ❚r❛❝❦✱ ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❆✉❣✉st ✷✼✲✸✶ ✱ ✷✵✶✷✱ s❡r✳ ❋r♦♥t✐❡rs ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧
■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✷✹✷✳ ■❖❙ Pr❡ss✱ ✷✵✶✷✳
❬✻✽❪ ❆✳ ❇❡r♥st❡✐♥✱ ❉✳ ❘✳ ❑❛r❣❡r✱ ❚✳ ❍❡❛t❤✱ ▲✳ ❋❡✐❣❡♥❜❛✉♠✱ ❉✳ ▼❛②♥❛r❞✱ ❊✳ ▼♦tt❛✱ ❛♥❞
❑✳ ❚❤✐r✉♥❛r❛②❛♥✱ ❊❞s✳✱ ❚❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ ✲ ■❙❲❈ ✷✵✵✾✱ ✽t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝
❲❡❜ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ■❙❲❈ ✷✵✵✾✱ ❈❤❛♥t✐❧❧②✱ ❱❆✱ ❯❙❆✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✺✲✷✾✱ ✷✵✵✾✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱
s❡r✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✺✽✷✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✾✳
